Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

» O objetivo desta aula € apresentar técnicas e conceitos basicos de
condicionamento e analise de sinais que sdo comumente
empregados durante o processo de medicao de grandezas fisicas
por meio de instrumentos.

»Para se aprofundar no tema o livro: Random data: Analysis and
Measurement Procedures, dos autores: J. S. Bendat; A. G. Piersol, é
uma boa referéncia para estudo.
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»Tipos de sinal
Sinal
Deterministico Aleatorio
Periodico Transiente Estacionario Nao-estacionario
Ergodico ' Nzo-ergédico
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I.B De Paula
»Tipos de sinal:

» Deterministico:Sinais deterministicos sdo aqueles que podem
ser perfeitamente reproduzidos caso sejam aplicadas as
mesmas condicoes utilizadas sua geracao.

Periddico Transiente
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»>Tipos de sinal:

»Deterministico:Sinais deterministicos sdo aqueles que podem
ser perfeitamente reproduzidos caso sejam aplicadas as
mesmas condigcoes utilizadas sua geragao.

Periodico. Ex: Transiente. EXx:
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I.B De Paula

»Tipos de sinal:

» Estocastico (Aleatério): possuem uma variabilidade que dificulta a
predicdo dos seus valores por funcbdes analiticas e que também nao
possuem periodicidade aparente

Estacionario Nao Estacionario
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»Tipos de sinal:

» Estocastico (Aleatorio): possuem uma variabilidade que dificulta a
predicdo dos seus valores por funcbdes analiticas e que também nao
possuem periodicidade aparente

Estacionario. Ex: Nao Estacionario. Ex:
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»Tipos de sinal:

» Estocastico (Aleatorio):

Estacionario ergodico: propriedades estatisticas nao
dependem do tamanho da amostra, ou seja as médias
temporais e as médias de eventos so iguais.

Estacionario ndo erqgddico: somente estatisticas de ordem
mais elevada apresentam invariancia no tempo.
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»Analise de Sinais (introducao):

»Na pratica € comum a ocorréncia de uma situagao combinada
onde coexista uma parcela deterministica e uma estocastica.

»Exemplo: Escoamento na esteira de um cilindro
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»Analise de Sinais (introducao):

»Na pratica € comum a ocorréncia de uma situacao combinada
onde coexista uma parcela deterministica e uma estocastica.

»Exemplo: Escoamento na esteira de um cilindro.
Série temporal de 1 ponto no espaco medido com anemobémetro
a quente.
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»Analise de Sinais (introducao):

»Medidas de amplitude (Distribuicado Normal):

»Componente média (DC) Componente alternada (AC)

Valor médio Varios estimadores
EXx.:desvio padrao

N-1
= -

j=0 J=

»Periodo de integragao Nao da informagao sobre
caracteristicas do sinal

10
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»Analise de Sinais (introducao):

»Medidas de amplitude:

»Em eletrbnica os sinais sao geralmente definidos em termos

de seu valor RMS.

RMS = b
N -1

»Sinais sem componente
media tem os valores RMS e
de desvio padrao iguais.

»EXx: Tensao da rede
Vpp=2*180V
Vrms=127V

N-1

Z(xj)z
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Aula de Medidas Dinamicas

»Analise de Sinais (introducao):
»Exemplo: Escoamento na esteira de um cilindro.
Série temporal de 1 ponto no espaco medido com anemobémetro

de fio quente.
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»Analise de Sinais (introducao):

»Exemplo: Diferentes formas de onda

a. Square Wave, Vpp = 20 b. Triangle wave, Vpp = 3/50

g o w NAANAA E
| VYV VIV

c. Sine wave, Vpp = 2ﬁ0

d. Random noise, Vpp = 6-8
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Amplitude

Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula
»Analise de Sinais (introducao):
»Covariancia (medida da correlacao entre 2 sinais).
NAX. —u, \Y, —u,
X
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Amplitude

I.B De Paula
»Analise de Sinais (introducao):
»Covariancia (medida da correlacao entre 2 sinais).
NAX. —u, \Y, —u,
X
COV(X,Y):Z( J XJ ])
j=1 N
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Amplitude
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»Analise de Sinais (introducao):

»Covariancia (medida da correlacao entre 2 sinais).

(Xj _ﬂXij _ﬂj)

COV(X,Y):i

J=1

! Zos2™)
Y ———Sen(2*) ||
3 |

Amplitude

A covariancia nesse exemplo so6 é diferente de 0 para o

caso de cos(2*t)*cos(2*t)

02}
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06}
08}

N

cos(2*)*cos(2*t)
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»Analise de Sinais (introducao):

» Coeficiente de assimetria (skewness).

skewness =

Amplitude

— Skewness=0
———Skewness=05 |
———5Skewness=-05

I - I
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»Analise de Sinais (introdugao):

» Curtose (medida de forma distribuicao de probabilidades).

10

(Xj—ﬂx)4

(Xj—uX)QJZ i

= |~
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Curtose =

i M=

1
N
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Jj=

ruido normal - Curtose=3 1
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»Analise de Sinais (introducao):

»Razao entre sinal de interesse e ruido (signal to noise ratio —
SNR).

2
SNR — })sinal — ( ARMSsinal j

ruido ARMSrul’do

»No caso onde o sinal de interesse € a média, uma definicao
alternativa pode ser utilizada.

SNR =%
O

19
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»Analise de Sinais (introducao):
»Razao entre sinal de interesse e ruido. Qual tem maior?
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»Analise de Sinais (introducao):
»Densidade de Probabilidade

-E a frequéncia em que uma variavel medida adquire um

valor ou uma faixa de valores.

Ex.: Medicao de uma variavel qualquer

N° Medicdo | Valor Medido
1 5.3054
2 5.0934
3 4.9581
4 5125
5 5.0366 e . 4 W ENE B &
6 4.794 ! ! ! ! ! . !
47 48 49 s 51 52 53 54 55

! 5.1898 Diferentes medicdes de uma variavel
8 5.0614
9 5.027
10 5.103
11 5.0523
12 4.8117
13 4.9675
14 4.9708
15 4.8936 21
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»Analise de Sinais (introdugao):

»Densidade de Probabilidade

Organizando os dados em intervalos de ocorréncia das
medidas temos: (o numero de intervalos pode ser estimado

usando a relacao n

=1.87-(N-1)"+1 )

n° n° ocorréncias/N
N° Intervalo Intervalo ocorréncias f(n)
1 4.8<xi<4.885 2 0.13
2 4.885<xi<4.97 2 0.13
3 4.97<xi<5.055 4 0.27
4 5.055=xi<5.14 5 0.33
5 5.14<xi<5.225 1 0.07
6 5.225<xi<5.31 1 0.07

N° Medicdo | Valor Medido
1 5.3054
2 5.0934
3 4.9581
4 5.125
5 5.0366
6 4.794
7 5.1898
8 5.0614
9 5.027
10 5.103
11 5.0523
12 4.8117
13 4.9675
14 4.9708
15 4.8936
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»Analise de Sinais (introducao):
»Densidade de Probabilidade

Organizando os dados em intervalos de ocorréncia das
medidas temos: (o numero de intervalos pode ser estimado
usando a relagéo n =1.87-(N-1)"*+1 )

intervalos

W

'g n° n° ocorréncias/N
“«© N° Intervalo Intervalo ocorréncias f(n)

E 1 4.8<xi<4.885 2 0.13

O 2 4.885=<xi<4.97 2 0.13

0 _ 3 4.97<xi<5.055 4 0.27

o 4 5.055=<xi<5.14 5 0.33

= 5 5.14xi<5.225 1 0.07

E 6 5.225<xi<5.31 1 0.07

%_? 48 49 5 51 52 53 54 55
Variavel Medida
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»Analise de Sinais (introducao):

»Densidade de Probabilidade

Exemplos de sinais: cos(4*)

Amplitude
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»Analise de Sinais (introducao):

»Densidade de Probabilidade

Exemplos de sinais: Onda quadrada

Amplitude
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»Analise de Sinais (introducao):

»Densidade de Probabilidade

Exemplos de sinais: cos(4*)

Amplitude
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»Analise de Sinais (introducao):
»Densidade de Probabilidade

Exemplos de sinais: ruido normal (gaussiano)
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»Analise de Sinais (introducao):
»Funcao Densidade de Probabilidade (PDF)
A funcao densidade de probabilidade ¢é resultado do
histograma de ocorréncias, no limite quando N, ioryai0s—
. n .
x)= hm ocorréncias
p ( ) Nintervalos —®0 ’&%0 /V(é‘x)
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»Analise de Sinais (introducao):
»Funcao Densidade de Probabilidade (PDF)
A funcao densidade de probabilidade ¢é resultado do
histograma de ocorréncias, no limite quando N, ioryai0s—
. n .
x)= hm ocorréncias
p ( ) Nintervalos —®0 ’&%0 /V(é‘x)
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»Analise de Sinais (introducao):
»Funcao Densidade de Probabilidade (PDF)

A funcao densidade de probabilidade ¢é resultado do
histograma de ocorréncias, no limite quando N, ioryai0s—

1 R ocorréncias
ple)= lim e

intervalos

1 - - 1
0.8

Distribuicao

/ Normal ou
] gaussiana

0.8
D.B

04 0.4
% nz2 nz2
=
g ° “
02 02

-04
06
08
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»Analise de Sinais (introducao):
»Funcao Densidade de Probabilidade (PDF) — dados discretos

[Nj (e ﬂ)/
p(x) N e Ax > P (X) Normalizada — P (x ) 'O Xnormalizado o)

05—
045F

PDF — area sob

_/ eI

04r
0351
03r

Form

— 0251

p(x

02
015F
01r
005F
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)
Aproximacao polinomial de ordem m dos dados:
flx)=y=a,+ax+ax*+ax..ax"

A relacao polinomial deve ser encontrada para um conjunto
de N pontos de dados [da forma (x,Y,))].

Deducao para eq. do 1° grau:
f(x):y:ao Tax

onde y é a resultado da equacéo de ajuste e a, e a, séo,
respectivamente, os coeficientes linear e angular.

O desvio do ajuste pode ser dado por:

K=Y (-y)

onde Y, € um dos pontos medidos e y; o ponto fornecido
pelo ajuste 32
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

A=Y (-y)

O objetivo € obter coeficientes que minimizem a soma dos
erro quadrados, de modo que:

ON 0O 0
- S = LY ara,) =0
1

l

=23 (¥ —av—a, - )=0

= iZ:(Yz —2Yax-2Ya, + azlzx2 +2axa, + aoz)z 0

33
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

A=Y (-y)

O objetivo € obter coeficientes que minimizem a soma dos
erro quadrados, de modo que:

ON’ _ 0 Z(Yi_J’)z 0 (

=— Y.—alx—ao)zzo
oa,

l

—Z(Yz —2Yax-2Ya,+ azlz)c2 +2a,xa, + aoz)z 0

1

—23 —alx—ao)(—@

34
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Resolvendo para a,:

ZYi—aIZx—nao =0

@Xz—a1?x>

E substituindo para encontrar a, :

35
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Existe uma solucao para o problema envolvendo produto de
matrizes, na forma:

a= (xTx)_ley

Onde o expoente T se refere a transposta da matrize -1 a
inversa, com as matrizes x,y € a sendo :

Yo 1 x,
An 1 x| _{ao}
y_ ) X = ) a=
a,
RZ3 ox,

36
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Existe uma solucao para o problema envolvendo produto de
matrizes, na forma:

a= (xTx)_ley
Prova :

37
Y
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Existe uma solucao para o problema envolvendo produto de
matrizes, na forma:

a= (xTx)_ley

Prova :

(ca)' 1 { DIETEESY x}

zanz—(Zx)z —ZX n

Substituindo:

s s g
L — _Y_szyly—ylxylxy}
an —(Zx) ] ZXZJ’JF”ZXJ’

38
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Existe uma solucao para o problema envolvendo produto de
matrizes, na forma:

Prova :

39



Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Operacbes matriciais podem ser utilizadas para ajustar
funcdes a um conjunto de dados usando a operacgao:

r Yl 71
a =(x x) Xy
As matrizes ficam:
R - - a
2 m 0
yO 1 xO xO ce e xO a
2 m 1
_ yl . _ 1 xl xl K xl _
y ) ) x = ’ Cl — az
1 2 m
_yn_ )Cn )Cn )Cn |
u a,

Regressdes de multiplas variaveis também podem ser
obtidas

40
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método simples para um polinbmio de ordem 1pode ser
aplicado para a regressao de diversas funcdes, para isso €
necessario somente encontrar uma escala adequada

Ex.: y=ax"

0.16 . 0

014 . 057

0412} : i log(a) |

Y
log(y)

0.08 . 2

006 . 257

0.04

I _3 1 I
0 50 100 -10 -5 a ] 41
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de diversas
funcdes, para isso € necessario somente encontrar uma
escala adequada para os dados.

Ex.: y=ae”

2500

2000}

1500

1000

500y

0 50 100 Ry 20 40 G0 42
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de diversas
funcdes, para isso € necessario somente encontrar uma
escala adequada para os dados.
X
a+bx

10

Ex.:y=

9
]
7
B
> 5
4
3
2
1
0

a 50 100 43
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de diversas
funcdes, para isso € necessario somente encontrar uma
escala adequada para os dados.

Ex:y=1-¢e"

08r
08¢
0.7
06+
> 057
04

In[1/(1-y)]

0.2 H
0.2
0.1

a 50 100

60 44
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de diversas
funcdes, para isso € necessario somente encontrar uma
escala adequada para os dados.

Ex.y=a+b\/;

11

11
09y
08¢
07t

> 067¢
05t
04r
035

0z

0.1 : 0 :
0 50 100 g 5 10 45
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»Analise de Sinais (introducao):
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Erro padrao do ajuste (12 ordem):
Az

N -1

A partir do erro padrao é possivel estimar um intervalo de
confianca para os dados em torno do ajuste

S
itN—l,P ﬁ (%P)

46
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

»Na pratica € comum a ocorréncia de uma situagao combinada
onde coexista uma parcela deterministica e uma estocastica.

»Exemplo: Escoamento na esteira de um cilindro

47
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

»Exemplo: De volta ao sinal do anemémetro de fio quente.
Estimadores simples do tipo média e desvio padrao, nao

permitem que sinais deterministicos e aleatodrios de diferentes

tipos sejam separados e analisados individualmente.

3

2_ fex

[
E——
[ —
=
=
e
==
>‘!=
e
P
————
=

_7 M+G

N
T

Volts

0.5-
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):
»Exemplo: De volta ao sinal do anemémetro de fio quente.

Dificuldade na definicdo do periodo do sinal através da
analise no tempo.

0.5-

0 | | | | | | | | |
0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 00090 0.01
Time (s)
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

x(t)= Yo, i{ak cos(z% ktj - bksen(z% ktﬂ = C%O + Y |a, cos(w,kt)+ b, sen(w,kt )]

o0
2 k=1 k=1

onde T é o periodo fundamental do sinal x(t), w0 (=2#/T) a
frequéncia fundamental, k o numero do harménico usado na
composicao do sinal,

a, = 2 j x(t) 003(2—” kt)dt, k=012,..
T T

e

b, = 2 j x(z)sen(z—” ktjdt, k=012,...
T T

50
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»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

x(t)= Lo i{ak cos(z% ktj + bksen(z% ktﬂ = %) + Z la, cos(w,kt )+ bksen(a)okt)]

)
2 k=1 k=1

para k=0 o valor de b, € 0 e o valor do cosseno presente na
integral de a, fica constante e igual a 7. Assim o coeficiente a
para k=0 pode ser reescrito como,

a, = 2 [x(t)t, k=0
T

T

Termo refere-se a média da série em um periodo de tempo T.
Nao tem fase pois nao depende de valores de sen ou cos
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

a, = % j x(t) 003(277[ ktjdt,
T

Como funciona?
Ex: Caso: cos(2nt)

b, = 2 j x(t)sen(z—” ktjdt,
T T

0.5

-0.5

0.5

-05

0.5

-0.5

k=0,12,...

x(t)=cos(2nt)

e [T

cos[(2mT)k], k=1
cos|(2mT)kt], k=2

cos(2n/T)kt], k=3
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I.B De Paula
»Analise de Sinais (introducao):
»Representacao de sinais em séries de Fourier:
a, = 2 j x(?) cos(z—’Z ktjdt, b, = 2 j x(t)sen(z—” ktjdt, k=012,...
T T T T

Como funciona?
Ex: Caso: cos(2nt)

x(t)=cos(2nt)

““““ | sen[(2r/T)kt], ‘k:"
— sen[(2n/T)kt], k=2 [
-=-- sen[(2n/T)kt], k=3
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|.B De Paula
»Representacao de sinais em séries de Fourier:
2 2 2 2
a, == [ x(t) cos(—’Z ktjdt, b, == x(t)sen(—” ktjdt, k=0,1.2,...
T T Ty T
Como funciona?
Ex:
Il’*a_-ﬂ'H--- --r-u-ﬂ..a"'ul I-'"a_-ﬂ -=--uw'“-|
| | | !
| | | 1
I|I III III |I
L ey L e, S

Visualizacao da

representacdo em

série de Fourier.

Extraido de Wikimedia

Commons 54
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

a, = 2 j x(?) cos(z—’Z ktjdt, b, = 2 j x(t)sen(z—” ktjdt, k=012,...
T T T T

»Amplitude e Fase do sinal

Alw k)= a; +b};

#(w k) = tan™ [b—kj

a,
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal A(w,k) = a; +b; ;
#w k) = tan™ (b—kj
ay

Analise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2nt)

a.=1; b =0;

logo, ¢=0
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal A(w,k) = a; +b; ;
#w k) = tan™ (b—"j
ay

Analise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2rnt+o)
com (p=45°

a,>0; b, >0;
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal A(w,k) = a; +b; ;
#w k) = tan™ (b—"j
ay

Analise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2rnt+o)
com p=135°

a,<0; b, >0;
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal A(w,k) = a; +b; ;
#w k) = tan™ (b—"j
ay

Analise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2rnt+o)
com p=225°

a,<0; b, <0;
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»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Amplitude e Fase do sinal

Analise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2rnt+o)
com ¢=315°

a,>0; b, <0;

150

210 ©

Alw k)= a; +b};

#w k) = tan™ (b—"j

a,

90
120 60
‘b
i K
.............. i
T i W s o
:a
-k
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ ! 330
240 300
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)
> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]

1.5

onde sign € o
sinal da funcao

sen(t) e que

assume -1 para 551
valores negativos
de seno(t) e +1 o

para positivos.

0.5+

-1.5
0
1 (< m)
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»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)
> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]

Calculando-se os termos da série de Fourier dessa funcao,

temos:
a, = %jx(t)dt = _Tldt—ir T— 1dt =0
0 V4

a, = % j x(¢) cos(kt)dt = é [1 sen(kt)|; +(- 1)sen(kt)\ff]: 0, k=123..
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)
> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]

Calculando-se os termos da série de Fourier dessa funcao,

temos:
2 1 Ve 2z
b == j x(t)sen(kt)dt = — j 1-sen(kt)dt + j —1- sen(kt)dt
T Ty >
1| 1 S =] |4 ara kimpar
—{—cos(kt)( +—cos(kt)‘ }— k' P P
| k o k i
0 , parakpar
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»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)
> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]

Com os coeficientes a, =a,=0

i ara kimpar
bk — ka_ 5 p p

0 , parak par

A série de Fourier dessa funcao fica:

x(t) = iSen(t) + iSen(3t) + iSen(Sz‘) + iSen(7t) +...
T 3z Sn 17
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]
Representacao espectral (no dominio das frequéncias) da série

1.4

1.2+

1,
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]
Representacdo temporal da série truncada a um numero finito de
modos.

k=1

A AN

0.5}

k=1

05

66
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]
Representacdo temporal da série truncada a um numero finito de
modos.

k=1,3

1.5

AN AN AN AN
V v V V

0.5

k=1,3

-0.5F

Y TAY VA vV
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]
Representacdo temporal da série truncada a um numero finito de

modos. as
Al A /) Aaf) Al
Vv VvV VvV (VARY,
k=135
ik JAWAN AN AN NA
VY TR TR T

-1.5
0

1 (< m)
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]
Representacdo temporal da série truncada a um numero finito de

modos.

k=1,3,5..25

1.5

—_

k=1,3,5..25

05

i I e I o I

05}

-1.5
0

-
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo)

> Onda quadrada:  x(t) = sign|sen(t)]
Representacdo temporal da série truncada a um numero finito de
modos. 2999

\ A

05}

k=1,...,100

05

70
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)
» Delta de Dirac o(t):

Funcao pulso.
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)
» Delta de Dirac o(t):

Antes de calcular a série de Fourier € necessario relembrar
algumas propriedades fundamentais da funcao delta de Dirac.

T5 (t)dt =1;

[st-a)f@di = f(a)

E também definir um periodo para a fungao: -n<t<n .
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)
» Delta de Dirac o(t):

Os coeficientes da serie de Fourier dessa funcao sao dados por:

2 1
a, = ?_jﬁa(t)dz -
a, = % j 5(t)cos(kt)dt = %cos(k .0) = % k=1,23...

b, = % j 5(t)sen(kt)dt = %Sen(k 0)=0, k=123..
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)

» Delta de Dirac:
Representacdo espectral da série

05

0.45}F
0.4t
035}
0.3t
o< 025+
0.2t
0.15}F
01F

0.05F
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)

» Delta de Dirac:
Representacio da série truncada a um numero finito de modos

k=1...10

75
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)

» Delta de Dirac:
Representacio da série truncada a um numero finito de modos

k=1...100

76
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

> Representacao de sinais em séries de Fourier:

Exemplo 2)
» Delta de Dirac:

» Com base na representacao da funcéo delta de Dirac nota-se
que um evento localizado no tempo distribui energia para todos
0s modos no dominio da freqliéncia;

» Regides onde existe descontinuidade no tempo necessitam de
um grande numero de termos para um representacdo razoavel
da série temporal.

> Esse efeito devido ao truncamento da série a um numero finito
de modos é conhecido como efeito de Gibbs
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada de Fourier (FT):

A representacao de sinais através da série de Fourier é limitada,
pois a série s6 pode ser calculada para sinais perioddicos e de
periodo conhecido.

Para criar um método mais robusto que pudesse ser aplicado a
quase todos os tipos de sinais Fourier desenvolveu uma
transformada baseada no mesmo principio de representacao
em series de senos e cossenos

A transformada de Fourier permite que sinais que ocorrem sem
periodicidade também tenham uma representacdo no dominio
das frequéncias.
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada de Fourier (FT):

Relembrando a formulacio da representacdo em frequéncias da
série de Fourier :

a, , termos cosseno

F(w,k) = {

b, , termos seno

utilizando a notacdo exponencial: e = cos(wt) —isen(wt)

CrrEAL ,relacionado a termos cosseno
F(wyk) =
Cuue  »relacionadoa termos seno
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada de Fourier (FT):

0

A série pode ser reescrita como: x(t): ch . ! 2kt
k=—o0
Te 2 —i2 mwykt
Com os coeficientes ¢, dados por: ¢, :ij(t)e o gt
T

Para um dominio de —~ a +«, 0 periodo T tende a « enquanto
que a a frequéncia fundamental (w,) tende para 0. Assim as
componentes c,’'s formam um continuo.
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada de Fourier (FT):

O somatério da serie de ¢, 's se converte em uma integral,
obtendo-se assim a transformada de Fourier.

X(w) = ]zx(t)eiz”“”dt

—0o0

onde X(w) € o sinal x(t) no dominio da frequéncia. A operacgao
inversa para transformar o sinal X(w) do dominio para o tempo
€ dada pela transformada inversa (IFT)

x(t) = TX(a))eﬂ”a”da)
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada de Fourier (FT):

FT
Tempo, espaco m
x(t) = j X(w)e™ dw X(w) = j x(t)e ™ dt
M FreqlUéncia, numero
de onda
IFT

A transformada permite que o mesmo sinal possua representacao
tanto no tempo quanto na frequéncia.

Ao longo dos anos essa provou ser uma das ferramenta mais

utilizadas nos mais diversos campos de estudo. 82
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»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada de Fourier (FT):

Tempo, espaco

o0 o0

[x@eyd <= [X(0)do

—00

FreqlUéncia, numero
de onda

De acordo com o teorema de Rayleigh a poténcia dos sinais € a
mesma nao importando o dominio (muito util para sinais).
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada de Fourier (FT):

Diferenca em relacio a série:

Na série de Fourier o intervalo de amostragem no tempo (At)
tende a zero o que resulta em infinitos modos harmdnicos no
dominio da frequéncia.

Na transformada de Fourier o periodo de amostragem tende a
infinito, de modo que a resolucido no dominio da frequéncia (Aw)
tende a 0.

Isso implica que a transformada é uma fung¢ao continua no
dominio da frequéncia.
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Discreta de Fourier (DFT):

Para o uso da transformada no processamento digital de sinais
€ necessario a utilizacao da transformada discreta de Fourier
(DFT).

Para restringir os limites de integracao da transformada a um
numero finito de pontos assume-se que o sinal amostrado seja
periodico e de periodo igual ao periodo de amostragem.

Isso equivale a dizer que para a transformada a série temporal
de dados se repete periodicamente, em um intervalo de tempo
igual a N-At, até um tempo infinito.

A versao da transformada para pontos discretos € dada em
termos de somatorio de pontos:
A Y L
X":ﬁ xe N, para k=0,1,..,N—-1

j=0
85
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Discreta de Fourier (DFT):

N-1 o j2my
sz—ije N para k=0,1,....N—1
N =

Transformada Inversa (IDFT):

N 227
xj=ZXke N para k=0,1,..,N-1

k=0

Para cada frequéncia correspondente a k um somatdrio deve
ser computado.

Isso resulta em N*2 operacgdes, o que torna o processo caro do
ponto de vista computacional.
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»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Para reduzir o numero de operacoes e aumentar a eficiéncia no
calculo da transformada foram criados algoritmos chamados de
transformadas rapidas de Fourier (Fast Fourier Transform- FFT).

Nesses metodos o numero de operacoes realizadas para o
calculo da transformada é reduzido para O(NIlog(N)) operacoes.

Ex: Para uma série de 1024 dados:
NA=1048576;
Nlog(N)~3083!!!

Esses métodos sdo extremamente uteis mesmo com o atual
aumento da capacidade de processamento dos computadores
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):
» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Os coeficientes da FFT permitem que a amplitude e a fase do
sinal sejam obtidos para cada modo k de maneira analoga a
série de Fourier

A, = Jreal(X?) +imag(X});
b = tan](imag(Xk)}

real(X,)
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Os limites de integracao da FFT sao finitos, consequentemente
a resolucao no dominio das frequéncias fica limitada ao periodo
de amostragem do sinal

1 1 f

NS NAT TN

A frequéncia de cada modo k da FFT é dada por:

_ kkf
- NAt N

fr
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

A discretizacao dos dados no tempo também acarretam
limitacao na FFT.

A relacao entre intervalo de amostragem e a frequéncia maxima
do espectro € dada pela teoria de amostragem de Shannon-
Nyquist.

A frequencia maxima que pode ser resolvida € igual a metade
da frequéncia de amostragem fs, onde fs = 1/At.

Essa frequéncia limite € chamada de frequéncia de Nyquist.
(Demonstracao detalhada na aula de laborat6rio)
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracao detalhada na aula de

:

laboratorio)

1

0.8+

06

041

021

0,

-1

Py

021

04}

-06-

08+

|

|

-8
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracao detalhada na aula de
laboratorio)

1

081

06

04

021

0,

02+

04l

06|

081

1 | W | I Y

| |
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracao detalhada na aula de
laboratorio)

1

081

06

04

021

0,

02+

04l

06|

081

1 | W | I Y
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracao detalhada na aula de
laboratorio)

1

081

06

04

021

0,

02+

04l
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-1 ! I
-8 -6 -4




Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Frequéncia de Nyquist. (Demonstracao detalhada na aula de
laboratorio)

081

06

041

02

02+

04

06

081
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Algoritmos e fungdes para o calculo da transformada rapida de
Fourier encontram-se disponiveis em varias bibliotecas para
diferentes linguagens de programacao.

Uma compilacio dessas rotinas pode ser encontrada no
endereco http://www.nr.com/ (numerical recipes).
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I.B De Paula

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

»Exemplo 3) cos(2*n*(2*t)) com t=[0,1| e com N=16

1 o o
@ T € T

08- 7 b B

v
0.6 \ ! \\ / B

0.4

i i i
02- v / ! / -

— i

o 6 9 0 ¢ .

A(

02- i I i / |
0.4+ L / ‘\ F’ -

06 ) i i I B

-08- it / N ’ 2

-1 L s 1 I .t 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1
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I.B De Paula
»Analise de Sinais (introducao):
» Transformada Rapida de Fourier (FFT):
Exemplo 3) cos(2*n*t) com t=[0,1| e com N=16
1 T \ \ 1
09- B 09-
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 —~, 06
S
0.5 205
£
0.4 << g4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0 o—o0—o0—0 oo o—6—o 6—0—96—0—0 0 o060 6 o0 6 0 06 060 o0 o0 o ¢ o0 »
10 5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
® ®
Frequéncias positivas e negativas!?! FT assume periddico de —: a +:.
A transformada inclui também os valores do conjugado complexo dos o

coeficientes X,, de modo que para uma série de dados real X, =-i*X,.
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I.B De Paula
»Analise de Sinais (introducao):
» Transformada Rapida de Fourier (FFT):
»Exemplo 3) cos(2*n*(2*t)) com t=[0,1] e com N=16
1¢
\\\ f)'___‘\) ///
08- \\\ f’ \\\ // _
. ‘?\ / \\ ?)
04 |}
0.2- \\\ :T T\ ,//
g_ 5l \\ / \\\ ’/ﬂ
< b 4
0.2+ \\\ / \\ / i
0.4- .
0.6- |
0.8 \‘h\ | & |
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Areal (xk)

-01r

-0.2

Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula

0.8

»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Exemplo 3) cos(2*n*t) com t=[0,1] e com N=16

0.7+

0.6+

0.5+

0.4r-

0.3+

0.2+

0.1+

00004)(1)

J,d)ooo

-5

5

10

Espalhamento em varios modos

Aimag (xk)

-01r

-0.2

0.8

0.7+

0.6+
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0.4r-
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0.2+

0.1+
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»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):
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Aula de Medidas Dinamicas

I.B De Paula
»Analise de Sinais (introducao):
» Transformada Rapida de Fourier (FFT):
Exemplos de aplicacao: Medicao de flutuagbes em camada
limite
z-traverse
1ot-wire probe
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Loudspeakers generator acquisition
| R |
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»Analise de Sinais (introducao):

» Transformada Rapida de Fourier (FFT):

Exemplos de aplicacao:
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