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o Revisdo de estatistica

RIO

» O objetivo desta aula é apresentar técnicas e conceitos basicos
de estatistica que sao comumente empregados em
processamento de sinais.

» Aideia é revisar alguns principios que sao necessarios para a
compreensao das ferramentas serao apresentadas ao longo do
Curso

» Para complementar o que foi visto em sala sugere-se a leitura
do livro: Random data: Analysis and Measurement Procedures.
Dos autores: J. S. Bendat; A. G. Piersol.
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Funcao densidade de probabilidade (PDF)

» O comportamento estatistico de diversos processos fisicos e
eventos pode ser associado a distribuicdes de probabilidade

» A compreensao e modelagem do problema pode ser bastante
facilitada com a analise estatistica

» Logo, o uso dessas ferramentas é muito util para o
processamento e analise de sinais

» Existem diversas particularidades, com relacdo a convergéncia
e detalhes da amostragem dos dados para se representar de
maneira adequada uma populacao.

Esse conteddo nao é abordado nessa aula de conceitos
basicos. Por isso, € importante utilizar referéncias do curso.



Exemplo (exploracao de 6leo e gas)

Slug length distributions. Normal slug flow
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pu( Exemplo (calculo de incerteza)

» No calculo de incerteza de medicOes & necessario associar a
incerteza de cada variavel medida a um tipo de distribuicao

estatistica. Exemplos:

» Normal: Maioria dos casos de grandezas
continuas

» LogNormal: Falha ou projecdes de
durabilidade. Eventos tendem a ser
distorcidos na extremidade da distribuicao.

» Binomial: comum em situacdes que
envolvem somente duas possibilidades.
Ex.: Cara/Coroa; Transmissao de informacao
digital
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Funcao densidade de probabilidade (PDF)

»Assumindo x(k) como uma variavel de interesse qualquer. A
funcao de densidade de probabilidade, continua, para essa
variavel pode ser expressa como:

i Prob[x < x(k) < x + Ax]
p(x) = Aalcr—I}o Ax

» A funcao p(x) mostra a probabilidade de se encontrar
diferentes valores de x(k) dentro de uma faixa de valores
possiveis de x.

»Logo, por definicdo:

J_o:op (x)dx =1
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Funcao densidade de probabilidade (PDF)

» Para dados discretos a funcao densidade de probabilidade
pode ser ilustrada graficamente por um histograma

»Ex.: Medicdo de uma variavel qualquer

N° Medicdo | Valor Medido
1 5.3054
2 5.0934
3 4.9581
4 5.125
5 5.0366 L 1) & o NN » .
6 4,794 I I I I I I L
i 211 47 4'8Difergh%ea megit;ﬁes%; urna5~u*§riE'we|5'3 el
8 5.0614
9 5.027
10 5.103
11 5.0523
12 48117
13 4.9675
14 4.9708
15 4.8936




= Funcdo densidade de probabilidade (PDF)

R10O

» Para dados discretos a funcao densidade de probabilidade
pode ser ilustrada graficamente por um histograma

n =1.87-(N-1)"* +1

intervalos

N° Medicdo [ Valor Medido

1 5.3054

2 5.0934

3 4.9581 ne n° ocorréncias/N
4 5.125 N° Intervalo Intervalo ocorréncias f(n)
5 5.0366 1 4 .8<xi<4.885 2 0.13
6 4.794 2 4 .885<xi<4.97 2 0.13
7 5.1898 - 3 4.97<xi<5.055 4 0.27
8 5.0614 4 5.055=xi<5.14 5 0.33
9 5.027 5 5.14<xi<5.225 1 0.07
10 5103 6 5.225<xi<5.31 1 0.07
11 5.0523

12 4.8117

13 4.9675

14 4.9708

15 4.8936
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Funcao densidade de probabilidade (PDF)

» Para dados discretos a funcao densidade de probabilidade
pode ser ilustrada graficamente por um histograma

n

intervalos

7 48 49 5 51 52 53 54 55
Variavel Medida

ou x(k)

=1.87-(N-1)"* +1

n° n° ocorréncias/N
N° Intervalo Intervalo ocorréncias f(n,)
1 4.8<xi<4.885 2 0.13
2 4.885=<xi<4.97 2 0.13
3 4.97<xi<5.055 4 0.27
4 5.055<xi<5.14 5 0.33
5 5.14<xi<5.225 1 0.07
6 5.225<xi<5.31 1 0.07




= Funcdo densidade de probabilidade (PDF)

RIO

»Exemplo de histogramas para diferentes sinais.
- Sinal senoidal
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= Funcdo densidade de probabilidade (PDF)

R10O

»Exemplo de histogramas para diferentes sinais.
- Onda quadrada
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°° Funcao densidade de probabilidade (PDF)

»Exemplo de histogramas para diferentes sinais.
- Onda dente de serra
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U( Funcao densidade de probabilidade (PDF)

RIC

»Exemplo de histogramas para diferentes sinais.
- Ruido branco (normal ou gaussiano)
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U Funcao densidade de probabilidade (PDF)

R10O

»Ex.: Distribuicdo Normal

400 . . . . . . . 400
350 [ ] 3a0
300 - 300
230
8 250 J’E
=2 5
= 200 £ 200
[
£ £
< 150 | < 150
00| COMO COMPARAR p(x)
COM O HISTOGRAMA
50
DOS DADOS?
O 1 1 1 1 1 1 1 | U L i 1 1 i i 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 a0 100 150 200 250 300 3a0 400
Sequéncia de amostras N® de Ocorréncias

» Estimando-se a média (L) e o desvio padrdo (o) das amostras
e sabendo-se que p(x) para uma distribuicdao normal é:

23] -

(x) =
P 2102
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Funcao densidade de probabilidade (PDF)

»Pode-se notar que os histogramas podem ilustrar
gualitativamente o conceito de uma PDF

»Por que, entdo ndo sdo considerados como PDF’s?

» A amplitude do histograma é normalmente expressa em
numero de ocorréncias e a dispersao da variavel x(k) em
valores dimensionais, logo a integral do histograma é
diferente de 1.

»Sendo assim, é necessario normalizar o histograma para que
ele possa vir a representar uma PDF.

14



= Funcdo densidade de probabilidade (PDF)
»Para normalizar um histograma é necessario simplesmente
considerar que a frequéncia de ocorréncias (ou n®
ocorréncias/n?® de amostras) é obtido para um dado

intervalo.

»Logo, deve-se normalizar a frequéncia de ocorréncias pelo
intervalo.

» Calculando-se a média e desvio padrao dos dados é possivel
comparar, qualitativamente, os dados obtidos com a funcao
densidade de probabilidade correspondente

15




' Funcdo densidade de probabilidade (PDF)

PUC

» A figura ilustra a comparacao entre uma PDF obtida a partir
de uma série de dados e a funcao p(x)

V4 . -3
>»0Onde Ax é o intervalo g <10

escolhido para o calculo R K
do n? de ocorréncias

_JAX
(0)]

ocorréncia
Cd

» Para verificar se o
procedimento esta
correto, pode-se
realizar a integral
da area do histograma. 0

AN
T

f

N
T

0 100 200 300 400

. Amplitud
» O resultado tem que seriguala 1 P
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Funcao densidade de probabilidade (PDF)
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»Ex.: Distribuicao LogNormal
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» Ex.: Distribuicao

= Func3o densidade de probabilidade (PDF)
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»Ex.: Distribuicdo exponencial

Amplitude
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o
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Funcao densidade de probabilidade (PDF)
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= Funcdo densidade de probabilidade (PDF)
»Em alguns casos é possivel normalizar os resultados para que
sejam comparados com uma distribuicao normal de média 0

e desvio padrao unitario

r]ocorréncias
[N] o (X—u)/
plx) = e AX P(X) Normatizaca = P(X) -0 Knormalizaco o

4F 1 PDF —area sob a
\ .
0.35 | 1 / curva continua =1
03r i 1

0.1
0.05 1
\~



' Funcdo densidade de probabilidade (PDF)
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»Casos com mais de uma varidvel independente (ex.: x,V)

0.25

podem ter distribuicoes
combinadas: p(x,y)

No exemplo tém-se uma
distribuicao chi2 em x e
exponencial emy

21
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o Analise basica de sinais — Motivagao

R10O

» Imagine que o cilindro abaixo, representa um corte transversal
de uma tubulacao de um riser, por onde escoa um fluido
internamente e ha uma corrente marinha. O dispositivo dispde
de medidores de deformacao da linha e um sensor de

velocidade.




Analise basica de sinais — Motivacao

» Atubulacdo oscila e com os dados dos medidores de
velocidade e deformacao deseja-se saber :

— A oscilacao é devida
a0 escoamento no
interior da tubulacao ou
ao escoamento externo?

— O problema pode ser
modelado atraves de
pequenas perturbacdes
(linear)?

— Em algum momento

houve falha ne leitura COMO VOCE FARIA PARA TENTAR

dos equipamentos? RESPONDER ALGUMA DESSAS
PERGUNTAS?


small2.gif
small2.gif

=2 Covariancia e coeficiente de correlacdo
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»Nos casos com mais de uma varidvel independente (ex.: x,y)
a densidade de probabilidade combinada pode ser expressa

como: p(x,y)=p(x)p(y)

»0Onde f:’O j_o:op(x,y)dxdy _q

» O valor esperado para para uma funcdo continua g(x,y) de
duas variaveis x(k) e y(k) é dado por

Elg(x,y)] = j j 906 )p(x, y)dxdy = 1

»No caso da funcao g(x,y) ser simplesmente o produto das
variaveis independentes, sem a média

24



s

zZ
%
© AN

R10O

4
~

Covariancia e coeficiente de correlacao

»No caso onde a funcao g(x,y) é simplesmente o produto das
variaveis independentes, subtraidas das respectivas medias,
tem-se:

g, y) = [x(k) — pol[y (k) — py ]
»Assim, tem-se a covariancia.
»Pode-se notar que se x(k)=y(k), tem-se a variancia de x(k)

» Para dados amostrados, a integral de g(x,y)p(x,y) pode ser
escrita na forma de somatorio:

cov(x, y)= ZN: (Xj —HX ij _l”y)

= N

25



Amplitude

Covariancia e coeficiente de correlacao

» Covariancia (medida da correlacdo entre 2 sinais).
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= Covariancia e coeficiente de correlagao

» Covariancia (medida da correlacdo entre 2 sinais).
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» Covariancia (medida da correlacdo entre 2 sinais).

cov(X,Y)

i(xj _ﬂxNij - 4;)

=1

7 AJUDA A RESPONDER ' ' -
ALGUMA DAS PERGUNTAS?
; x&—'—'-uoggs"’ul_ o0&k \/
[ i I
_ ! '
) i 2t
_ !

cos(2*)*cos(2*t)

[ T
RS I N

Amplitude
Amplitude
5 % b o

—
1

=

oo

1
=

1' 2 3 4 5 5
t
A covariancia so € diferente de zero quando os sinais x e y

tiverem alguma correlacao

oD
L]
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= Covariancia e coeficiente de correlacdo
»Pode-se deduzir, facilmente, uma relacdo entre covariancia e
0s desvios padroes de x e y.

cov(x,x) = E[(x(k) — puy)?] = 0,°
cov(y,y) = E[(y(k) — pu,)?*] = 0,,°

E[\/(x(k) - .ux)z(y(k) - .uy)z] = \/O-xzo-yz = 040y

»Logo, o maximo valor que a covariancia pode assumir, ocorre
guando somente o produto entre as variancias é
considerado. Logo, a covariancia pode ser normalizada por
esse produto, assumindo valores entre -1 e 1. Essa razao €
conhecida como coeficiente de correlacao (c.c)

cov(x,y)
Cc =

Ox0y 29
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¥ Covariancia— notacdo matricial

R10O

» Para o cdlculo da covariancia entre multiplos dados,
conforme ilustrado na matriz x, € conveniente utilizar a
notacao matricial.

X11 X2 Xq3 X1p
X21 X22 X23 'R X2 p ]
X = ,
X1 Xnz Xng - Xpp |

»Nesse caso, é necessario criar uma matriz dos desvios. O
vetor das médias de cada coluna (j) é dado por x.,
(assumindo dados estdo dispostos em colunas, e 1. é um
vetor de nx1)

A — 1 .
Xmj = X1, X2, X3,..., Xp :Hlnxj
30
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= Covariancia— nota¢ao matricial
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» A partir da média pode-se calcular a matriz de diferencas
atraves da relacao:

Xo1— X1 X X2  X9q — X3 Xony — X
Xd _ X_lnxm _ 21 22 23 2p p ’
_an_xl Xp2 —X2 X,3 — X3 an Xp_

»Com isso a matriz de covariancias pode ser rescrita na forma

of COVy, COVig ... COVy
2
1 covVv o cov ... Cov
cov =S x,'x; = 21 02 23 2p |
n
COVy COVpp COVyg ... Op

31



= Coeficiente de assimetria (skewness)

PUG

»E uma medida para quantificar a assimetria de um sinal. E
comum a utilizacao para se identificar saturacao de um sinal
devido a efeitos nao lineares. Ex.: ondas se aproximando da

praia

7

!

AJUDA A RESPONDER

skewness =

ll =

Skewness=0
———Skewness=05 |
———Skewness=05

o

4 5] &
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Curtose (Kurtosis)

»E uma medida do grau de espalhamento da distribuicio de
probabilidades. Isso faz com que seja Util para identificar
dados espurios (outliers) em uma sequéncia de dados.

AJUDA A RESPONDER
1N ALGUMA DAS PERGUNTAS?
NZ(Xj — Hy )4
Curtose = 1= 5t

Z

130

j=1

ruido normal - Curtose=3 1

—— —ruido normal+pico-Curtose=107
0 200 400 600 g00 1000

33




o, Regressdo linear

Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Aproximacao polinomial de ordem m dos dados:

f(x)=y=a,+ax+ax*+a,x’..a x"
A relacao polinomial deve ser encontrada para um conjunto de
N pontos de dados [da forma (x,y.)].
Deducao para eq. do 12 grau:

f(x)=y=a,+ax

ondey e a resultado da equagdo de ajuste e a, e a, sdo,
respectivamente, os coeficientes linear e angular.

O desvio do ajuste pode ser dado por:

A = Z(Yi - Y)Z
onde Y, € um dos pontos medidos e y, o ponto fornecido pelo
ajuste »



Regressao linear

»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)
N = Z(Yi - y)2

O objetivo € obter coeficientes que minimizem a soma
dos erro quadrados, de modo que:

oN 0 0 2
= Y, — Y, —a X — =0

aa (Y2 2Y.a x—2Y.a, +a’x’ +2a,xa, +a2): 0
a1 1 0

SOTRIEES

35




Regressao linear

»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)
A = Z(Yi — Y)2

O objetivo € obter coeficientes que minimizem a soma
dos erro quadrados, de modo que:

2
N 0 5y Z ax—a) =0

= (Y2 2Yia1x—2Yia0+a2x2+2a1xa0+a2):0
a 1 0

{i (Y —ax-a,)-1)=

36




=7 Regress3o linear

»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Resolvendo para ay:

DY, —a, Y x—nag;=0

G: 2V —a17><>

E substituindo para encontrar a; :

D Yix—a ) x*—a,» x=0
ZYiX_aizxz_(yY -, ) X )ZX 0

YD x— nZYix
x)2 -n) x?

a1:

37



Regressao linear
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»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)
Erro padrdo do ajuste (12 ordem):

s \/ > (Yi—y)

N -2

_ >x _ n

De maneira simplificada, é possivel estimar um
intervalo de confianca para os dados em torno do
ajuste a partir do erro padrao experimental

N-1,P \/7 (%P)

38
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- Regressao linear

»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Existe uma solucdo para o problema envolvendo
produto de matrizes, na forma:

1
a= (xT x) X'y
Onde o expoente T se refere a transposta da matriz e -
1 a inversa, com as matrizes x,y e g sendo :

Yo 1 X
y= W; y 1 X ;az{%}
| Y | 1 x|

39



- Regressao linear

»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Existe uma solucdo para o problema envolvendo
produto de matrizes, na forma:

a= (XT x)_1 X'y

Prova
1w
XTXZF 1 1} X, { Zx}
Xy X Xo | [ | [ D0% DX
_1 Xn_
e
XTy{l 1 1} Yy {Zy}
Xy X Xo | || | Doy
| Yn 40




- Regressao linear
» Regressdao (Método dos Minimos Quadrados)

Existe uma solucdo para o problema envolvendo
produto de matrizes, na forma:

a= (xT x)_1 X'y

Prova :

x4

41



- Regressao linear

»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Existe uma solucdo para o problema envolvendo
produto de matrizes, na forma:

a= (xT x)_1 X'y

Equacao encontrada anteriorryée:

Y, ) x—=n> YX

2

42



=7 Regress3o linear

a

Xo
X

X

»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

Polinbmios de mais alta ordem também podem ser
ajustados usando essa operacao:

—1
(xT x) X'y
SO que nesses casos as matrizes ficam:

X2

o

Regressdes de multiplas variaveis também podem ser
obtidas




.. Regressao linear

R10O

» Exemplos
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de
diversas funcoes, para isso € necessario somente
encontrar uma escala adequada para os dados.

b
Ex.: Yy=aX
016 . 0 —
014} ] 05|
012} 1 At log(a)
-
> 0.1 1 Eo1st
o
0.08 ] !
006! ] 5|

0.04

0 50 100 = 44
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= Regressao linear

R10O

» Exemplos
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de
diversas funcoes, para isso € necessario somente
encontrar uma escala adequada para os dados.

Ex.: Y= ae™

2500

2000+

1500+

1000+

500+

] 50 100 0 20 40 50




= Regressao linear
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» Exemplos
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de
diversas funcoes, para isso € necessario somente

encontrar uma escala adequada para os dados.
X

a +bx

—

Ex.:y=

g9
g
.
G
> 5
4
3
2
1
0

0 50 100 46
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= Regressao linear
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» Exemplos
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de
diversas funcoes, para isso € necessario somente
encontrar uma escala adequada para os dados.

Ex.: y=1-e™
1 2
09t 1.8}
08} 16}
07} 14}
06} — 13}
> 05} : 1t
N

04t = 08
034 = 0.6
0.2 04t
0.1 . 02}

0 0

0 50 100 50
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» Exemplos
»Regressao (Método dos Minimos Quadrados)

O método pode ser aplicado para a regressao de
diversas funcoes, para isso € necessario somente
encontrar uma escala adequada para os dados.

Ex. y:a+b\&
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- Exercicios em sala que devem ser
finalizados e entregues na aula seguinte

Os dados para os exercicios estao disponiveis no site do curso

e (Questao 1) Construir PDF’s a partir de séries de dados (1D e 2D);
e Guia para demais tarefas:

Acessar os dados do arquivo fornecido. Para isso, o arquivo ‘exercicio.mat’ deve ser copiado para o
diretorio corrente do matlab. Para carregar os dados digite no workspace o comando: load(‘exercicio’)

Mapa de variaveis

time = vetor de tempo dos sinais (cada posicdo do vetor indica o instante em que o
dado foi amostrado)

signal = 4 diferentes tipos de sinais para serem classificados como: deterministicos
periddicos ou transientes, aleatdérios estacionarios ergddicos, aleatérios
estaciondrios ndo-ergddicos, e aleatdrios ndo estacionarios).

e signal_seq = sequéncia de 100 formas de onda para serem analisadas
e ref signal = sinal de referéncia para comparacao com a sequéncia de sinais amostrados
e x 1D,y 1D = dados para ajuste de uma curva de uma calibracdo (1D e 2D)

x1 2D,x1 2D ey 2D
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st Guia para o trabalho
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e (Questdo 2) Mostrar grafico dos sinais salvos na variavel signal e classifica-los (ex. para visualizar o
19, sinal: plot(time,signal(:,1) )

e Questdo 3) Encontrar dentre as 100 formas de onda contidas na variavel signal_seq qual se
correlaciona mais com o sinal de referéncia (ref_signal).

Obs: Os dados de cada uma das 100 formas de onda estao salvos em uma coluna da variavel
signal_seq. (ex. para acessar os dados da 12 forma de onda: signal_seq(:,1)).

e (Questdo 4) Fazer ajuste dos dados usando minimos quadrados

. a) Ajustar os dados x_1D ey_1D a uma funcdo polinomial de 12 ordem. Mostrar valor dos
coeficientes linear a angular do ajuste.

. b) Ajustar os dados x2_1D ey2 1D a uma funcdo do tipo: y=x/(a+b*x).

. c) Ajustar os dados x1_2D, x2 2D ey 2D auma funcao do tipo:
y=a+b*x1+c*x1*x2+d*x3
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