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Capitulo 1

Introducao

1.1 Mecanica do Continuo x Teoria Cinética dos Gases

Toda matéria é composta de dtomos ou moléculas em constante movimento (fungdo da
temperatura). Uma teoria de mecanica dos fluidos completa e rigorosa deveria conside-
rar esta estrutura da matéria para obter as equagdes que governam o escoamento. Este
tipo de enfoque, no entanto, é extremamente complexo, exceto em casos especiais de gases
monoatdmicos rarefeitos. Este enfoque é considerado na teoria cinética dos gases.

Felizmente para fluidos sob condi¢des normais de pressdo e temperatura existe uma
formulagdo que tem demonstrado ser ttil na solucdo de problemas. Trata-se do modelo
continuo do fluido. Neste modelo assume-se que qualquer propriedade local do fluido per-
manece inalterada ndo importando o tamanho da amostra de fluido examinada.

Por exemplo, se v € um pequeno volume de fluido em algum ponto do espago, assu-

mimos que a massa especifica, definida como p = "4SSaemdv ¢ independente de Jv.

ov

Obviamente, esta hipétese vai falhar quando dv se tornar da ordem do volume de uma
molécula.

Para se ter uma ideia da validade da hipétese do continuo, considere um volume de gés
de 107%cm?3. Este volume é certamente menor que o volume dos menores instrumentos
utilizados no laboratério para medidas locais. Um volume pequeno como este contém da
ordem de 10'® moléculas, o que é suficiente para garantir a aplicacio com sucesso do
modelo continuo para o fluido.

Este modelo continuo de fluido falha em qualquer regido do espaco onde as propriedades
macroscopicas do fluido variem rapidamente em uma regido compardvel ao caminho livre
médio entre colisdes (=~ 10~° ¢m nas CNTP).
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Exemplos onde o modelo continuo pode falhar:

e ondas de choque

e arraste em um satélite na atmosfera onde o nimero de moléculas por unidade de
volume € pequeno

e movimento de aerossois



Capitulo 2

Revisao de Analise Vetorial

2.1 Escalares e Vetores

Existem muitas grandezas fisicas que estao associadas a uma Unica magnitude. Por exemplo,
a massa especifica de um fluido em um ponto é determinada por uma tnica grandeza. Nao
ha sentido em associar-se uma dire¢do a massa especifica. Estas grandezas sdo chamadas
escalares.

Se a unidade na qual a grandeza escalar é expressa muda, o nimero real associado a
grandeza vai mudar, mas ndo a entidade fisica. Desta forma, a massa especifica da dgua a
4°C € 1 - YZL 3 ou 62.4 lJIZT"; Os dois niimeros expressam a mesma massa especifica.

Existem outras grandezas associadas com um ponto que tém magnitude e direcdo. Esta
quantidade fisica é chamada vetor. Uma mudanca de unidades muda a magnitude do vetor,
da mesma forma que ocorre no caso do escalar. A dire¢ao do vetor deve ser especificada em
relacdo a um sistema de referéncia que € tdo arbitrdrio quanto a escolha das unidades nas
quais a magnitude é definida. Uma rotacdo do sistema de referéncia utilizado muda o valor
dos componentes do vetor no sistema de coordenadas. A entidade fisica representada pelo
vetor, no entanto, permanece inalterada.

O conjunto de componentes do vetor ndo tem sentido se o sistema de referéncia utilizado
ndo for especificado, assim como, no caso do escalar, 62.4 ndo significa a massa especifica
até que as unidades sejam especificadas.

Podemos entdo definir um vetor:

“vetor é uma entidade que tem magnitude e direcdo e é invariante com relacdo a uma
transformacgdo de coordenadas (i.e., os componentes do vetor podem mudar mas ndo o
vetor propriamente dito).”

2.2 Operacoes com Vetores

Soma de Dois Vetores
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C =A+B
Multiplicacao de um Vetor por um Escalar

Multiplica-se a magnitude do vetor pelo escalar mantendo-se a direcdo (ou revertendo-a,
caso o escalar seja negativo):.

B=ad
Vetores Unitarios
Vetor unitdrio na direcdo de A:
. A
a = —
Al

Componentes de um Vetor em uma dada Direcao

A, = |A| cos (E, §>

Representacao de um Vetor em Termos de seus Componentes

Usando um sistema de coordenadas formado por um conjunto de trés vetores unitdrios mu-
tuamente ortogonais, podemos representar um vetor A em termos de seus componentes:




2.2. OPERACOES COM VETORES

Para facilitar o desenvolvimento da notacao indicial, podemos fazer a seguinte associagao:

/T = A1é1 + Ayéy + Asés

Produtos de Vetores

Produto Escalar (“o resultado é um escalar”)

A.B = |A||B| cos(0) ou: A.B = A Bcos(0)
onde 6 é o Angulo formado pelos vetores AeB.

Em fun¢do dos componentes dos vetores, o produto escalar é dado por:

fT.E = A1 By + Ay By + A3 Bjs

Notar que:
e A.B=RB.4
. (A’+J§).C*:A’.C*+§.é

Produto Vetorial (“o resultado é um vetor”)

e — - drea=|AXB|

Paralelogramo
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Ax B = |A] |B|sen() 7

onde 7 € um vetor unitario normal ao plano formado por A e B e direcionado de acordo
com a regra da mdo direita.

Em fun¢do dos componentes dos vetores, o produto vetorial é dado por:

fTX é = € (AQBg _A3B2) + é9 (AgBl —AlBg) + é3 (AlBQ —A2B1)

Note que a expressdo acima é a expansio do seguinte determinante:'
€1 €2 €3
Ax B = A1 A2 A3
By By Bs

Pode ser demonstrado que:

—

xB =—-BxA

]

[ ]
e Ax (B +0) = (AxB) + (Ax0)

Produto Triplo (“o resultado é um escalar”)

Notar que:

—

A.BxC =B.CxA=C.AxB =AxB.C = BxC.A=CxA.B

2.3 Notacao Indicial

Uma alternativa muito usada para a notagdo simbolica, adotada até agora, é a chamada
notagdo indicial.

"Esta forma de determinante sé é valida para um sistema de coordenadas retangulares.
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Notacao e Convencoes

Para representar os componentes de um vetor no espaco 3D, usaremos a mesma letra para
cada componente, que serdo diferenciadas umas das outras pelos indices 1, 2 ou 3.

Desta forma, ao invés de x, y e z para os componentes de um vetor posi¢do 7, usaremos
1, T2 €x3 OU T, T9 €73.

Esta convengao nos leva ao desenvolvimento de uma notacdo que vai economizar bas-
tante escrita.

Os componentes do vetor A serfio escritos na forma A;, onde ficard subentendido que o
indice ¢ poderd assumir os valores 1, 2 ou 3, ou seja:

Ay
A,; - A2
As

Considere as seguintes expressoes de somatério:

e Somatdrio Simples (3 parcelas):
3
Zaixi = a1x1 + axx2 + aszxs
i=1

e Somatdrio Duplo (9 parcelas):

3 3
Dicl D=1 @i TiT; = a1 + a1z + a3T1 T3+
a21 T2 T1 + a2 T2 X2 + G23T2T3 +
31 T3T] + 32 T3 T2 + A33T3X3

~ 3 3 3 ~ . .
As notagdes > ;_ja;z; € ) ;_y ) ;1 Qi ¥; ¥; sdo uma maneira abreviada de represen-
tar, respectivamente, 3 e 9 parcelas.
Note que os indices repetidos estdo envolvidos na soma, o que torna o simbolo de soma
redundante. Podemos, entdo, abandond-lo e adotar a convencdo de soma de Einstein:

“um indice repetido em qualquer termo de uma expressdo implica na soma para os valores
do indice iguaisa 1, 2 e 3”

Exemplos:
(a) a;r; = a1T1 + axxy + azrs
(b) ci = c11 + ¢ + cs33
(©) a;a; = aia; + agaz + azaz = a%+a%+a§
(d) bi]’ Z; xj = blj T .’Ej + bgj T2 afj + bgj l‘g:ﬂj

biixix1 + biax1x2 + bizwi Xz +
bor xo w1 + b2 xaxa + bazxo 73 +
bs1 vz w1 + b2 wzwe + b3z w33

(e) Qij b, = aij b1 + az; by + as;j b3 para j=1,2¢3
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O simbolo a;; representa cada um dos 9 termos da matriz:

a1l a2 a3
a1 Q22 ag3
a3z1 az2 a3

Notas:

1. Indices repetidos podem ser trocados por quaisquer outros indices ndo presentes no
termo, sem alterar o significado do termo. Exemplos:

(a) aibi = ajbj = akbk = a1b1 + ang + a3b3

(b) aibz-xj = akbkxj = ambmxj = alblxj + Gngxj + a3b31'j
(para j=1,2 e 3)

2. Nao sdo permitidos mais de 2 indices repetidos em um mesmo termo. Por exemplo,
o termo a; b; x; ndo tem sentido pois ndo sabemos qual soma proceder primeiro, ou

seja:
a,-bia:i = aiblxl + aingg + aibgajg
ou:
a;bix; = arbix; + azbax; + azbsz;

3. Indices ndo repetidos sdo chamados de “indices livres” e podem assumir os valores
1,20u3

4. O ndmero de termos da expressdo € dado por 3", onde n é o nimero de indices
livres. Exemplos:

(a) Aj — 3 termos
(b) Ay — 32 termos
(©) Ak, — 3" termos

5. Em qualquer equacdo ou expressdo, cada termo deve possuir o mesmo indice livre.
Exemplos:

@ ajjr; + bpxr = ¢
(0 indice livre i é comum a todos os termOS)

b)) aijr; + bz = ¢
(ndo tem sentido ! Nao sabemos que valor atribuir a r quando i =1,2,3)
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6. A ordem de um termo € dada pelo nimero de indices livres presentes. Exemplos:
(a ¢ = (ordem zero)
(b) a; = (primeira ordem)

(¢) a;; = (segunda ordem)

Delta de Kronecker

Trata-se de um sistema de 2% ordem que serd bastante util nas derivagdes utilizadas neste
curso. Matematicamente, € definido como:

0 se i#£7
(sl'jE
1 se 1=

desta forma, os 9 termos podem ser representados por:

011 612 d13 1 00
021 022 023 = 010
031 032 033 00 1

Note que, pela convengdo de soma: §;; = 611 + 0 + 933 = 1 + 1 +1 =3

O delta de Kronecker possui uma propriedade interessante chamada de propriedade de subs-
titui¢cdo. Considere o seguinte termo:

(51']' a; = 0i1a1 + dipas + 0303 para +=1,2,3
A expressio acima representa cada uma das seguintes expressoes:
di1ar + Od12a2 + d13a3  para  i=1

do1ar + Odaz + d3a3 para 1 =2
d31a1 + O32az + J33a3  para  i=3

ou ainda:
ag + 0 + O para =1
0 4+ a2 + O para 1 =2
0 + 0 + as para (=3
ou finalmente:  §;5a; = a; para ¢ = 1,2 3.

Desta forma, o resultado da operacdo de d;; em a; consiste em substituir o indice repetido
pelo indice livre de d;;. Exemplos:

(@ dijja;by = ajby

(b) (51']' a; bj = a; bi = aj bj
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A seguir, apresentaremos uma operagao Util com 9;;.

Para vetores unitarios de um sistema de coordenadas é;, é2, é3 as condigdes de ortogonali-
dade exigem:

€1.61 = €9.69 = é3.63 = 1
e
€1.69 = €1.63 = €9.63 = €9.61 = €3.61 = é3.69 = 0

Todas as expressdes acima podem ser resumidas na seguinte expressao:
éi . éj = (Sij

Simbolo de Permutacao

Trata-se de um sistema de 3 ordem definido como:

0 se 2 indices forem iguais
€ijk = 1 se for uma permutagdo par da ordem natural 1-2-3
—1 se for uma permutacdo impar da ordem natural 1-2-3

onde uma permutacio € dita par (ou ciclica) quando segue a orientacdo abaixo:

Entio, dos 33 = 27 possiveis valores de €ijk, OS Unicos que sdo diferentes de zero sdo:

€123 = €312 = €231 = 1

€213 = €132 = €321 = —1
O simbolo de permutagdo pode ser aplicado na representacdo de determinantes, ou seja:
ail a2 a3
a21 Q22 023 | = €ijk Qi1 Q5203 = €k A1; A25 A3k

azr asz2 as3

Outra aplicag@o do simbolo de permutacio € na representagdo do produto vetorial de vetores
unitarios de um sistema de coordenadas ortogonal:

€ X €j = €ijkCk = €kijCk

Entao:

~

€9 X €3 = €231€1 + €232€2 + €233€3 = €1
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Simetria e Anti-Simetria

Um sistema € simétrico com respeito a dois indices se o intercAmbio dos indices deixa o
sistema inalterado. Por exemplo, A;; ¢é simétrico se A;; = Aj;. Um sistema é dito
anti-simétrico com respeito a dois indices se o intercdmbio dos indices troca o sinal de cada
componente. Entdo, se A;; € anti-simétrico, A;; = —Aj;. Note que, num sistema anti-
simétrico, A1 = Agp = Asz = 0. E importante observar também que ;5 € simétrico
€ €;x € anti-simétrico com respeito a qualquer indice. Um resultado qtil relacionando
sistemas simétricos e anti-simétricos ¢ mostrado a seguir:

“se S;; € simétrico com relagdo a i e j e A;; é anti-simétrico com relagdo a i e j, ,
entao Sij Aij = 0

Prova:
Sij Aij = Sji Ay (ndo altera pois i e j sdo indices repetidos)
Sj‘ Aji = Sl i Ajl' (SZJ é simétrico)
Sij Aji = — S’L’j Aij (AZ] ¢é anti-simétrico)

Portanto, mostramos que: S;; A;; = — S;j A;j que s6 serd verdade se S;; A;; = 0.

Operacoes com Vetores em Notacao Indicial

Nosso objetivo é nos tornar familiarizados com as rela¢des entre as representagdes simbolica
e indicial das expressdes vetoriais e sermos capazes de mudar rapidamente de uma notagao
para outra. Vamos notar que a notacao indicial é extremamente poderosa.

(a) Representacio de um Vetor em termos de seus Componentes

A = Ajéy + Agéy + Azés

em notacdo indicial: A = A; é;
Qualquer componente A; do vetor pode ser obtido pelo produto escalar:

ej A = & e A = A
(b) Produto Escalar
A.B = ¢;A;.¢;Bj = é;.¢;A;B; = 6;;A; B; = A; B;

(c) Produto Vetorial

AxX B = éiAiXéij = éiXéjAZ'Bj = eijkésziBj = eijkAiBjék:



12 CAPITULO 2. REVISAO DE ANALISE VETORIAL

o componente k£ do vetor A x B é dado por:

(d) Produto Triplo
A.BxC = &A;. (& B; x e, Cy)
= & Ai. (€rm BjCrén)
= & «bm€im A B Oy,
= Oim €jkm Ai Bj Cy,
= € Ai Bj Cy,
= €1 Ai Bj Gy,

(e) Identidade -6

Pode-se provar que:

€ijk €ilm = 0j10km — Ojm O

2.4 Calculo Vetorial

O célculo diferencial de vetores pode ser tratado de uma maneira estritamente matematica
(ver livros de célculo vetorial), definindo os operadores diferenciais da seguinte forma:

A
n
AV = elemento de volume em torno de P
S = superficie limitando AV
‘ cf\S = elemento de superficieem S
n = vetor unitario normal a dS

Assuma que () seja uma funcdo escalar da posicdo (campo escalar), por exemplo
T(z,y,2), p(z,y,2) ou P(z,y,2), eque A(F) sejaum campo vetorial.

Gradiente de um Campo Escalar o(7)

- 1
gradgszngAgIBO AV /Sﬁgods
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“o gradiente de um campo escalar é um vetor que aponta para a direcdo de mdximo
crescimento desta grandeza”

Divergéncia de um Campo Vetorial

e e o 1 o

dvA=V.A= lim — n.AdS
AvV—0 AV Jg

“o divergente de um campo vetorial é um escalar”

Rotacional de um Campo Vetorial

“o rotacional de um campo vetorial é um vetor”

N6s preferimos, no entanto, definir estas operacdes de uma maneira que enfatize o signifi-
cado fisico.

Gradiente

O gradiente de um campo escalar é um vetor cuja componente em uma dada dire¢do fornece
a taxa de variagdo do escalar naquela direcdo.

Considere o campo escalar ¢(z1, 2, x3)

Uma variagdo em ¢ ¢é dada por:
dp = ¢(x1+dey,zo + drg,x3 + drs) — (21,22, 73)

= @(F+dr) — ¢ (7)

expandindo em série de Taylor:

dp = ¢(r1,22,23) + %ﬂdwl + %dmg + é%dwg + ... — @(z1,72,73)
= 22 duy + P2 dwy + D2 dus

a expressao acima pode ser vista como o resultado do produto escalar dos seguintes vetores:

& + 762 + x€3> . (é1dxy + éxdxy + ézdxs)
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ou:
dp = ﬁ(p dr
em notagio indicial:’
dp
dp = dz;

Definimos assim o gradiente do campo escalar ¢ como:

= .0 ~ 0 5. O
gradp = Vo = ezt + éagh + é355
~ O ~
= i@;i = & 0;p

Podemos definir o operador gradiente como:

k) 0k . 9
81’1 T e 81‘2 T s 81‘3

V(%) = é

Propriedades do gradiente:

1. O vetor gradiente é normal as iso-superficies ou curvas de nivel do campo escalar.

Prova: seja o campo escalar p(x1, x2)

@ = const

nas iso-superficies, ¢ = const, portanto de = 0 ao longo da superficie. Escolha
um elemento di* ao longo da superf1c1e dp = Ve.dr. Como dp = 0, entio,
Vnp dr' = 0, mostrando que V(p e dr’ sdo ortogonais ao longo da superficie.

2. A méxima taxa de variagdo do campo escalar (em um ponto) € igual 2 magnitude de
Vi e ocorre na direcdo de V.

Prova: assuma que ¢ seja um vetor unitdrio arbitrario:

a taxa de variagdo de ¢ na direcdo é é:

dgp 6 f onde: d—g_, = dé
dg |d¢]

2outra notagdo comumente usada para % é 0;. Assim, %dwi torna-se 0; @ dx;



2.4. CALCULO VETORIAL 15

_~----» @ = const

de o s -
s = |Vl |¢]cos(0) = [Vp|cos(0)
|%§‘ma"” ocorre quando cos(f) = 1, ouseja, 6 =0, i.c., & nadirecdo de V.

Além disto: [ |mar = |Veo,

Exemplo: dado o campo de temperatura:

T(x1,22,73) — 27 + 23 + 23 = a® superficies isotérmicas
- or or or
VT = é— + éa— + é3—
! 6%’1 T e 81‘2 + 3 89@3

VT = 21 €1 + 2x9é9 + 22363 = 27 (direcdo radial)

VT = \/(2x1)2 + (222)% + (233)% = 2Vr2 = 2¢

no ponto (1,2,3) = |VT| = 2/14 %, ocorrendo na direcio radial. E a
maxima taxa de variacdo da temperatura.

No mesmo ponto (1,2,3), ataxa de variagdo na dire¢do { = % (é1+é2+é3) &

% = £.VT = Lg(él+é2+é3).(2é1x1+2é2$2+2é3$3)
2 4 6 _ 12 _
= Gttt w Y

que € menor do que 2+/14, o maximo.
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Divergente de um Vetor

Primeiramente, vamos definir o fluxo de um vetor através de uma superficie:

o Unico componente que contribui para o fluxo do vetor através da superficie € o normal a
superficie no ponto, ou seja:

Fluxo = V,dS = 7.V dS
onde 7.V éo “fluxo por unidade de drea.”

O divergente de um vetor em um ponto é o escalar que representa o escoamento liquido
daquele vetor, por unidade de volume, no ponto.

fluxo de A através de dSS:

f.AdS

escoamento liquido de A através de S, a superficie que envolve o volume AV:

/ﬁ./de
S

e escoamento liquido por unidade de volume:
! / i AdS
— [ n.
AV Jg

divergente de A:

.z . L 1 .
div A = fluxo liquido de A em P = A%}Iﬁo AV /Sn.AdS
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A nocio de divergente da eletrostdtica implica em quanto um campo diverge do ponto. Este
“quanto” estd relacionado com a quantidade de carga no ponto.

Vamos encontrar uma expressio para div A. Considere um pequeno cubo, de dimensdes
Ax1, Axy e Axs, cujas faces sdo paralelas aos eixos coordenados:

4 S;
X3 S

Axg P(xy, X2, X3)
(no centro do cubo)

X,

X1 o AXl

Vamos calcular / A.7 dS sobre a drea do cubo. Comegando por S7, o vetor normal a
S

esta face é ¢;. Entdo:

A.e1dS = Ay dS
51 Sl

Uma vez que o cubo é pequeno (nds iremos tomar o limite quando AV — 0), podemos
calcular a integral acima multiplicando A, avaliado no centro da face, pela drea da face.
As coordenadas do centro da face S; sdo (ml + %, T2, {L‘3) , ou seja:

A
/ Aq (z1,22,23) dS ~ A (ml + ;Cl,mg,a:g,) Axoy Azxs
S1

0 mesmo tipo de argumento se aplica a face oposta S (cuja normal agora é “ —é;”):

- A
/ A.ndS = — / A1 dS =~ —A1 (1‘1 — ﬂ, 9, 1’3> AJZQ Axg
SQ SQ 2

Somando as duas contribuicdes:

/ ff.ﬁdS = [Al (.%'1 -+ Agl,.%'g,xg) — Ay (171 — %,%2,1‘3)] Axo Axs
S1+S52

Az Az
A 1‘1+Tl,1‘2,1‘3 — A 1‘1771,1‘2,‘%3
= ( >Azl ( ) AxlAw2A$3

mas: AV = Az Axy Axs

1 o Ay (21 + B2 20, 23) — Ay (21 — B8, 29, 13)
— A.ndS =
AV S1+Ss ALU1
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Tomando-se o limite AV — 0:

- 0A
Al‘i/rgo NG /Sl+5‘2 .ndS = %11 (avaliado em x1,x2,x3)
Fazendo-se o mesmo para as outras faces:
P 0A 0A 0A . [
lim/ AcadS = 7= + 22 + 2= = divA = V. A
AV—=0 AV S1+So 8.%'1 8:62 8903
em notacdo indicial:
.o - o .0 . 0A; 04;
divA = V.A = ei—axi.ejAj = 5277893; = oz,

Operador Laplaciano

Campo Escalar:

<L
!

(x) = divgrad(x)
= Laplaciano de (x)
— V(%)

(o resultado é um escalar)
em notacdo indicial:

0

A 0
Y = 67;871,1_. b

j 8acj

<
<

>
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Campo Vetorial:
Seja A= A1é1 + A1és + Asés

VZA‘ = V? (Alél + Aié9 + A3é3)

= V2A1é1 + V2A2é2 + V2A3é3

_ <82A1 LA 82A1> &+

2 2 2
Ox7 O3 Oxsg

(3% + 3% + 3%) e+

Ox3 ox3 Oz

9243 92 A3 9243\ 4
<8x% + 81’% + 8&:% €3

(o resultado é um vetor)

Rotacional de um Vetor
rot A = 6 x A
em notacdo indicial:
6 X /T = (ézal) X (éjAJ) = ¢; X [éj@A] + Aj&éj]
mas: A;0;é; = 0 (para coordenadas Cartesianas)
portanto:
ﬁ X /T = eijkaiAjék

em coordenadas Cartesianas:

i 5k
Vi A _ 0 0 0
A, Ay A,

Duas interpretacdes de V x A sdo possiveis:

1. V x A estdrelacionado com o componente tangencial médio de A em torno de uma
curva fechada em torno de um ponto P.

2. Se V ¢éavelocidade do fluido, V x V estd relacionado com a velocidade angular
do fluido em P. Vamos voltar a este ponto mais tarde.
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Circulacao (I')

Considere uma curva fechada C"

dAZ = elemento de comprimentoem C
t =vetortangenteem d/
A .
n =vetornormal (orientado pela
n regra da mdo direita)
V =velocidade do fluido
de = tde

Definicao:

r = fﬁ.idﬁ - fv.d*
C C

Note que a velocidade média tangencial em torno de C' é:

. 1 . r
o= . = — Sgddl = —
Vongdia (V t)média L 7{CV L

onde L é o comprimento total da curva C.

Resumo das Rela¢oes Vetorias (Indicial-Simbdlica)

./Y. :Asz

e AXB = eijkAiBjék
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Exercicios Resolvidos

Provar que:
. A’x(éxé) = (A’.é)é— (A’.E)é

Demonstracao:

o
X
X
Q
Il
S|
X
o]l
|
Sw
=
X
D>
<.
o
.
I
Q)
Ny
ol
=
T
.
D>
=

mas:

D =BxC = B xénCmn = €mj BiCin é&;

notar que:
[j‘ = Elmj Bl Cm
J
portanto:
A' X (E X 6) = €k A; €lmyj By Ci e,
= €k €imj Ai Bi Cyy €,
€jki €jtm Ai By Cpy €
Usando a identidade e-9:
A) X (B X 6) = [5kl 5zm — 5km (511] A, Bl Cm ék

= Op10im Ai BiCrp €, — Opm 01 Ai By Cyy €y,
= A, BpCpér — A B Ciép
= AnCpnBré, — A B Cyéy

—

- (A.é) B - (A.E) c

21
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o 6><(¢A’) = go(ﬁxﬁ) — Ax Vo
Demonstracio:
6 X (goff) = &;0; X (gpéjAj)

= €k 0i (P Aj) ek

= €jpp0iAjey + €5 AjOipéy
~—

=—€jik

e VUx (Exé) = B.VA - A.VNB + AV.B - BV.4

Demonstracao:
6)( /TXE = élalX(é]D])
D
= fijk 8, Dj ék

mas:

5 = emlj Am Bl

J

logo:
6 X (/T X é) = €ijk €mlj 8l Am Bl ék

= (Opm Ot — OkiOim) Oi Ay Bréy
= O ApBjéy — Om Apm By ég

= AkalBlék + BlﬁlAkék — AmﬁmBkék — BkamAmék

= — — —

- (V.B) A+ B.VA - A.VEB - (6.@ B
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2.5 Rotacao de Coordenadas e Definicao de Vetor

A ideia bésica de um vetor é que é uma entidade que ¢ independente do sistema de coorde-
nadas escolhido para representd-lo. Esta ideia, quando formulada matematicamente, leva a
uma defini¢do fundamental de vetor e, quando estendida, leva a defini¢do de tensor.

Considere uma entidade A que nés desejamos que possua a propriedade invariante de um
vetor. Em um sistema de coordenadas é1, é2, €3 podemos representar A como:

A = ¢ A
onde A; sdo os componentes de A no sistema escolhido.

Considere agora um novo sistema de coordenadas (primo) com vetores base é{, é5, é4:

Neste sistema podemos escrever:

—

— el Al
A—e]AJ

onde AJ/» sdo os componentes de A no sistema primo, que ndo sdo, em geral, iguais aos

componentes no sistema original (ndo primo). Se queremos que A seja independente do
sistema de coordenadas, entao:

A Al /
eiArL' — ej Aj

Suponha que desejamos o componte A;:

entao:
Al =él.6 A
Lk — €L .€; A4
ou:

! / —
A = Ajcos (z5,zp) = Ciyp A
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Notagdo:

~ N A oAl

Citk = é;.¢, = cos (&;,¢;)
onde () representa o cosseno diretor e a convencdo adotada é que o segundo indice
(k, nesse caso) esta relacionado com o sistema primo.

Desenvolvendo a expressao anterior:
Ay = Cp Ay = Cip A1 + Cop Ay + O3 A3

Uma vez que a escolha do sistema primo foi arbitraria, podemos trocar as quantidades primo
e ndo primo, obtendo:

Ap = (ér.¢]) Al = Cri A}
Note que Cy; = cos (é,¢é/) eque Cj, # C;.

Exemplo em 2D
2°]
X A,
A
Seja:
A = Ciy A
para k = 1:

Al = CnAr + Cu 4y
= cos(é1,¢é{) A1 + cos(éz,é]) Ag
= Ajcos(d) + Azcos(90 —0)

por outro lado:
Ay = Cii A

para k = 1:
A1 = CH Al/ + 012 Aé
= cos(é1,é{) A + cos(é1,¢é5) A)

= Ajcos(f) + Ajcos(90 +0)

= Ajcos(f) — Ajsen(0)
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Os cossenos dos varios angulos entre os vetores unitdrios nos dois sistemas de coordenadas
satisfazem relacdes que j4 devem ter sido aprendidas em geometria. Estas relagdes podem
ser obtidas examinando as transformacdes:

zj = Ciyw (1)
z, = Cyxf (2)
Substituindo-se (2) em (1):

z; = CjCymy (3)

mas, os termos x’ representam coordenadas independentes. Entdo, obrigatoriamente:

Cij Cik = 0k

Analogamente, podemos obter:
Cir Cji = by
. _ / r_ _
(vemde: x; = Cyxp e z) = Cjprx; = x; = Cy, Cjrxj)
Estas equagdes fornecem relagdes entre os cossenos diretores. Por exemplo:

Cij Cir = C1;Cip + Co5Cyp + O3 C3p = i

para j =k =1:
CH + C3, + C3 = cos® (z1,2]) + cos® (z2,2{) + cos® (z3,7{) = 1
A transformacao x]’ = C};; x; representa uma rotacdo “propria” do sistema de coordenadas

(i.e., rotacdo que preserva a regra da mao direita). A rotagdo é caracterizada pelos nove
cossenos diretores C;;. Usando o que foi desenvolvido acima (baseado na invariancia do
vetor), podemos formular uma definicdo mais rigorosa de vetor:

“em um sistema de coordenadas Cartesianas, um vetor A ¢é definido por 3 componentes
(escalares) que se transformam da seguinte forma: AJ{ = C;j A; quando o sistema de

coordenadas é transformado por xj’ = Cjj x4, onde Cjj = é;. é]’- = cos(x;, x]{).”

2.6 Tensores Cartesianos
Um vetor é uma entidade que associa um escalar a cada dire¢do no espago, ou seja:

f.A = Acos() = A,
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A pergunta que cabe agora é:

existe uma entidade que associe um vetor a cada direcdo no espaco ?

Por exemplo, um corpo eldstico sob um carregamento: podemos perguntar qual a tensdo, ou
forca sobre area, atuando em um elemento de drea arbitrario dentro do corpo.

Note que existem duas dire¢des envolvidas na questao:

A
n
e 7 (1) a diregdo da normal do elementoem questdo
(2) a diregdo da forga atuando no elemento

Por analogia com o conceito de vetor, podemos pensar em uma entidade 7' que associa
com cada direcdo 7 um vetor f, pela relagdo:

—

fETn:

>
S

na direcio é;:

— =

T, = ¢é.T

—

o vetor T; tem componentes nas dire¢cdes dos eixos coordenados. Entdo, um componente
¢; € dado por:

el
[
<

Ty = Ti.é; = é.

Tensor em termos dos componentes: T = ¢&; Tj; €;

Defini¢do alternativa:

“tensor de segunda ordem é uma entidade cujos nove componentes se transformam da

seguinte forma: TZ; = Cni Cnj Tinn  quando o sistema de coordenadas sofre rotagdo
/

propria :L’J’ = Cjj xi, onde Ci; = é;. é]( = cos(mi,x]).”

Um importante tensor de segunda ordem é o “tensor identidade’:

_ _ 100
I:éi&jéj - I = 01 0
0 01

—

?.A = éiéijéj.ékAk = éiéijéjkAk = éjAj = /_(
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e Produto Escalar Esquerdo e Direito

&

T = ¢Bi.é;Tinér = 6ijBiTiné, = B; Tixéy,

T .B = éinjéj.ékBk = éiTij(SjkBk = éiTiij

Se T;j; = T); otensor € simétrico,entdo A. T =T . A
o Tensores Simétricos e Anti-Simétricos
Simétrico: Ti; =Ty
Anti-Simétrico: Ay = —Ay

Todo tensor de 2¢ ordem pode ser decomposto em uma soma de um tensor simétrico e um
anti-simétrico usando a seguinte identidade:

1 1
Ty = 5 (T + Tjo) + 5 (T — Tjo)
Simétrico Anti-Simétrico

2.7 Sistemas de Coordenadas Curvilineas Ortogonais

Até agora estudamos os componentes dos vetores e tensores em sistemas de coordenadas
Cartesianas. Em muitos problemas de mecénica dos fluidos é mais conveniente usar sistemas
de coordenadas curvilineas como as cilindricas e as esféricas.

Nosso objetivo € expressar as equagdes vetoriais e tensoriais em termos dos componentes no
sistema ndo-Cartesiano apropriado. E possivel generalizar o desenvolvimento para englobar
qualquer sistema nao-Cartesiano. No entanto, vamos nos restringir a sistemas curvilineos
ortogonais.

A principal diferencga entre sistemas Cartesianos e outros sistemas € que somente no sistema
Cartesiano os vetores unitarios nas dire¢cdes das coordenadas sio independentes da posicdo:

X3

X3

Note que as direcdes de é, e ée
dependem de 6
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Sistemas de Coordenadas Cilindricas

X3

Equacoes de Transformacio do Sistema Cartesiano para o Cilindrico

x1 = rcos(h)
x2 = rsen(d)
r3 = Z
Transformacio Inversa
ro o= x% + x%
§ = tan! (%)
Z = I3

Em coordenadas retangulares, um elemento de comprimento infinitesimal é dado por:

d¥ = é1dxr1 + éxdxs + é3dxs

Em coordenadas cilindricas, um elemento de comprimento infinitesimal é dado por:
di = é.dr + égrdfd + é,dz

onde o termo 7 df representa o comprimento verdadeiro na direcdo @, ou seja r € o fator
de escala, hg, de tal modo que hg df seja o comprimento verdadeiro.
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Operador V em Coordenadas Cilindricas

Considere o campo escalar dado em coordenadas cilindricas ¢(r, 6, z). Podemos escrever:

_ 9 9y 9y
= (97’dr+ 89d<9+ 8Zdz

sabemos que: dy = dZ . ﬁcp. Logo:

dp

—

dp = (é.dr + éprdf + é,dz) .V

= (ér.ﬁap> dr + (rég.ﬁgp) do + (éz.ﬁg0> dz

entao:

g—f = éz.ﬁcp = <§go)

[ 9.9) A
A Co 3
e, cosO |\ 7 A
o\ 5 | € send
e A
-e, sen(.~ e, cosO
”,'1 e
o X
ér = é1cos(f) + égsen(d) — %éé“ = —éysen(f) + éxcos(f) = éy

eg = —éysen(f) + éxcos(f) = FF = —é1cos(f) — éasen(d) = —¢,
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Divergente de um Vetor em Coordenadas Cilindricas

— — ~ o 2 o ~ o A Jay 5
V.V = (erm‘i‘%%+€z$>-(er‘/7‘+eo9‘/9+ezv2’)
0é
A A V. A r s 5 0V
= €r.Crp- T €. or Vi + ér 60879‘{'
~~ -0
=0
. 0éy . . 0é,
+€T.EV9 Er 286\/;_'_ z-EVZ
~~ -0 ~~
=0 =0
ég R v, 8ér ~ OV
—1—7.&«%9 + 2 80‘/}4-679 €9 59 +
N—— N~~~
=0 =ép
. 9 é ., 0@
5 8sz €9 4
+ %, 2V —.é + = V. +
r 90 0 r Z 00 r 00 '~
<~ ——
=—é =0 =0
o . oe o
+ e erai"i_ Z-JV;""Fez-eGTVb"_
0z
> =0
o¢ - 0¢
. €o 5 V. 5 €z
€y E ‘/9 + €y o€y aaz + €z E VTZ
~~ ~~~
=0 =0
Portanto:
= 1/ oV Ve 1 0Vy oV,
V.V = or + r + r 00 + 0z

2.8 Teoremas Integrais

5>

dS = elemento de superficie

v iy

dv
S @ S = superficie que limita o volume V

dV = elemento de volume

Expressao Geral

/ﬁ*de - /ﬁ*FdS
1% S

onde “x” representa qualquer operacdo e F' é um campo escalar, vetorial ou tensorial.
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Casos Especiais

113

e ' = escalar ¢ * 7 = “produto de um escalar por um vetor”

/ﬂpdv = /ﬁcpdS
\% S

e F = vetor V “xT =7 (produto escalar)

/ V.VdV = / n.VdS Teorema da Divergéncia
\% S

EX]

e ' = vetorV T =%

ER)

(produto vetorial)
/ VxVdv = /ﬁdeS
14 S

Como o Teorema da Divergéncia vai ser mais utilizado em nosso trabalho, vamos apresentar
uma defini¢cdo em palavras:

“o fluxo de uma funcdo vetorial através de uma superficie fechada é igual a integral de
volume do divergente desta funcdo sobre o volume limitado por esta superficie.”

Exemplo
Suponha que: V(z,y,2) = iz + jy + kz

S € a casca hemisférica de raio unitario e a regido do plano xy que tampa o hemisfério:

AZ
Teorema da Divergéncia:

/ n-VdS = / divV dV
S V
e
oL
= t
S Tampa Hemisfério
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(a) Na superficie hemisférica:
anormal é: n = %x—l—jy—l—l;:z

entio: ﬁ.V:x2+y2+z2:1

logo:
/ n.VdS = / ds = 2r
Hemisfério Hemisfério
(b) Na tampa:
anormal é: 70 = —12;,
entdo: n.V =—2z
logo:
/ AV dS = —// zdrxdy = 0 pois z =0 na Tampa
Tampa Tampa
portanto:
/ . VdS = 2
S
agora:
/ divVav = / 3dV,  pois divV =3
1% 1%
entao:

/dideV—B/dV—S%—Qw
v v 3

Teorema de Stokes

fﬁ.v’-xl"ds — fﬁ’-z‘(ﬁ - T
S (o

Em notacg3do indicial:

>

y
/n,f,,-ka,-\;.ds = f Vit, dl
S - C

—+>
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Uma aplicagdo do teorema de Stokes € na prova do seguinte resultado:

“em uma dada regido szmplesmente conexa, exzste uma fungdo escalar da poszgao @ tal
que o campo de velocidades V é dado por V=V ©, se e somente se VxV=0"

Primeiro, uma defini¢do: “regido simplesmente conexa € aquela na qual qualquer curva
fechada pode ser contraida até um ponto sem interceptar as fronteiras da regiao”:

o 1)

N&o é Simplesmente Conexa Simplesmente Conexa

Prova
Primeiro vamos provar que, se V= grad ¢, entdo rot vV =0:
- o - o 0 &p R
VXV =VxVp = e, =0
7= Z8 Bz, ox

onde (x) € anti-simétrico emrelagdo a i e j e (xx) € simétrico em relagdoa i e j.

Agora, vamos provar que, se rot V= 0, entdo jé V.ide ¢ independente do caminho C
c
que conecta os pontos finais do caminho.

De acordo com a figura abaixo, podemos escrever:

-

]{ V.ide —j{ V.£d£+]{ V.ide
abcda abc cda
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Pelo teorema de Stokes:

—

jq{ V.idz_/ﬁﬁxvds_o pois VxV =0
abcda S

entio: / V.tdt = —/ V.tde —/ V.tde
abc cda adc

Portanto, se V xV = 0, a integral j(l{ V.ide é independente do caminho e nés podemos
C

>

definir um escalar ¢(7) = / V.tde independente do caminho ligando a — c.

Com este resultado vamos provar que, se:

— —

VxV=0 — entdo existe um ¢ tal que Vzﬁgo

Prova

72‘
Suponha ¢ uma fungdo de  tal que o (7) :/ V.tde
7o

dp = (7 + df) — ¢(7)

i o
= / V.td@—/ V.tdl

r+dr .
Mas, pela defini¢do de integral: / V.dr
7

I
<
U
3
.
o
03
e
QU
AS)
I
<
U
3

E, recordando a defini¢do de gradiente: dy = dr. ﬁgo, podemos concluir que:



Capitulo 3

Cinematica dos Meios Deformaveis

A cinemdtica estuda as caracteristicas do movimento que sio independentes das forcas que
produzem o movimento. O estudo da cinemdtica é fundamental para o entendimento da
dinimica.

Utilizaremos as seguintes hip6teses no nosso estudo:

1. a matéria é continua (propriedades independentes do tamanho da amostra)

2. ndo podemos ter mais de uma particula material ocupando a mesma posi¢@o no espago
Nno mesmo tempo

3. ndo existem regides vazias no espaco
Um meio é dito deformdvel se, sob a acdo de forcas, particulas que estdo em uma certa

posicdo em um tempo inicial sio movidas relativamente a outras particulas para outra posi¢ao
em um tempo posterior.

Mesmo Grupo
de Particulas

Grupo de
Particulas

t=t,>0

A noco intuitiva de seguir o movimento de particulas pode ser expressa matematicamente.
Antes, é importante notar que “particula” ndo significa “molécula” ou “adtomo”, mas sim
uma pequena porcao de fluido geralmente contendo um nimero muito grande de 4&tomos ou
moléculas (de forma que a hip6tese do continuo seja valida).

Considere 7 o vetor posi¢do em um sistema de referéncia fixo. Considere uma particula
material que estd na posi¢do 75 em ¢t = 0. Seguindo o movimento desta particula encon-

tramos:
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¥ = F(Fo,t) onde FO = F(F@,O)

Trajetéria da Particula

o

Note que 7y “marca” a particula de interesse (como se a tivéssemos pintado). 7(7y,t) é a
q p p )
posi¢do no tempo ¢ da particula que estava em 7 no tempo ¢ = 0.

Se conhecermos 7 (7, t) para todos os 7, 0 movimento estard completamente definido.
A fungéo 7 (79, t) pode ser interpretada como um mapeamento ou fungio de transformagéo,
i.e., para um grupo de particulas com vdrios 7 ocupando uma regido do espacoem t = 0,
a func¢do leva a uma nova regiao no espaco ocupada pelas mesmas particulas no tempo ¢. Ou
seja, a regido ocupada pelas particulas no tempo ¢ = 0 € mapeada em uma regido ocupada
pelas mesmas particulas no tempo ¢.

Devido a nossa hipétese que duas particulas ndo podem ocupar a mesma posi¢do 7 no
mesmo tempo ¢, afungdo 7= 7 (7%,t) possui uma inversa tnica: 7y = 7 (7, t).

Entao:
7o = 7o (7,t) = representa a posi¢do em ¢ = 0 da particula que estd em 7 no tempo ¢.

Cuidado: 7y = 79 (7, t) ndo significaque 7 para uma particula dependa de t. 7 para
uma particula € o mesmo para qualquer ¢, uma vez que é a posi¢do da particulaem ¢t = 0.

3.1 Descricao Material e de Campo

y
,(>
TN
<
Yo A
\//
t=
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O diagrama acima ilustra o movimento de um meio continuo deformdvel bidimensional, por
exemplo, uma membrana fina de borracha. A membrana é mostrada em linhas grossas (cor
vermelha) e o sistema de coordenadas que cobre o espacgo pelo qual a membrana se move é
mostrado em linhas mais finas e pontilhadas (cor azul).

Duas posi¢des da membrana sdo mostradas, umaemt¢ = Qe outraem¢ = ¢;. Em¢ = 0¢
assumido que a membrana ndo estd deformada. No tempo ?; a membrana transladou e foi
deformada. O espago 2D pelo qual a membrana se move foi coberto com uma malha de
coordenadas = = const e y = const. Estas sdo as coordenadas espaciais, de campo ou
Eulerianas.

A membrana de borrachaem ¢ = 0 é coberta com uma malha de coordenadas xq = const e
yo = const. Estas s@o as coordenadas materiais ou Lagrangeanas. Note que as coordenadas
Eulerianas e Lagrangeanas concidem em ¢ = 0 (ou seja: y = yp, * = 2o em t = 0).
Note que cada linha xg = const e yg = const define uma linha de particulas materiais. As
suas intersecdes definem uma particula material, i.e., uma particula especifica na membrana
de borracha. Uma particula tipica € mostrada: =g =1, yo = 1.

No tempo t = t;, a particula material ainda identificada pelas coordenadas materiais
g =1, yo =1, tem coordenadas de campo x = 10, y = 4.

Note que a malha de coordenadas materiais foi deformada, mas cada particula material ainda
tem as mesmas coordenadas materiais que tinha em ¢ = (. Entao, as coordenadas materiais
de uma dada particula ndo dependem do tempo. Elas simplesmente “marcam’™ a particula
material. As coordenadas de campo, por outro lado, dependem das coordenadas materiais e
do tempo.

coordenadas de campo

7, tou (z,vy,z,1 = sdo chamadas .
’ (@,y,2,1) coordenadas Eulerianas

coordenadas materiais

7o, tou (x z0,t) = sdo chamadas
0 (%0, 30, 20, ) coordenadas Lagrangeanas

Ambas as técnicas sdo usadas em mecanica dos fluidos. Qualquer propriedade do meio
(densidade, velocidade, etc...) pode ser descrita em termos de:

7o, t = descricdo material ou Lagrangeana

—

7t = descricdo de campo ou Euleriana
As duas formas estdo relacionadas pelas fun¢des de mapeamento:
¥ = F(Fg,t) € 770 = _'0(7?, t)

Por exemplo, podemos escrever o campo de velocidade:

u(r,t) = velocidade de uma particula de fluido que passa pelo ponto 7 no tempo ¢

U(7,t) = velocidade no tempo ¢ vista por um observador montado na particula que
estavaem 75 em ¢t =10
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As duas descricdes estdo relacionadas pela funcao de mapeamento:
a [F(F()v t) ) t] = 7'_]’(’F’Oa t)

[FO ('Fv t) >ﬂ = J(Fv t)

<

De acordo com as duas descri¢des possiveis (Lagrange e Euler), podemos ter duas derivadas
com relagdo ao tempo:

OF _ OF(#t)
CAMPO — S =
ot ot 7= const
dF _ DF _ OF(Ft)
MATERIAL — F = Dpr = i -
ro X0

oF fornece a taxa de variagdo de F' vista por um observador em uma posi¢ao
ot fixa (7) no espago

fornece a taxa de variagdo de F' vista por um observador “montado” sobre
%f; = a particula 7 (isto €, a particula que estava na posi¢cdo 7 em t = 0).
E conhecida como Derivada Total ou Material

A velocidade em um ponto no tempo ¢ € definida como a velocidade de uma particula pas-
sando pelo ponto no tempo ¢:

o D7 OF(F,t)
W= 5 T Tar |

To

¢ a taxa de variacdo da posi¢cdo com o tempo de uma particula com 7 fixo. O resultado é
expresso como fung¢do de 7 usando a fun¢do de mapeamento 7y = 7 (7, t).

Determinaciao da Funcao de Mapeamento e sua Inversa

Exemplo: considere o campo de velocidade dado em coordenadas de campo (7, ¢):

L ./ uly)=ky?




3.1. DESCRICAO MATERIAL E DE CAMPO

Podemos achar a fungcdo de mapeamento da seguinte forma:

dado: @ =ky?i

de 2
a = ky
dr d
= a7 Yy
z  _

de (2) : Yy = const = Yo

de (3) : Z = const = 2

T = m + kydt
Yy = Yo
zZ = 2

o

Yo

20

39
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Relacao entre Derivadas Materiais e de Campo

DF _ OF(7,t)
Dt ot 7o fixo
_ 0
= F [$($0, Yo, 20, t)’ y(CL'(), Yo, <0, t)a Z(l’o, Yo, 20, t)a t] ‘3307210,20
(significa uma particula especificada)
— OF 0z OF Oy OF 0z oF
C T oz ot ‘ﬂﬁo,ymzo T ’$0,y0720

- Oz Gt‘xmyo,zo + dy ot 20,50,70

OF OF OF oF
= Uz gy T Uygy T Usgr T ogp

ou ainda:
DF oF -
—_— = - + u.VF
Dt ot
~~ ~~ derivada convectiva
derivada material derivada local

derivada material — é a taxa de variacdo de F' vista por um observador seguindo o movi-
mento (ou “montado” sobre uma dada particula material) e consiste de duas partes:

° %—f = porque, em geral, F' pode variar com o tempo numa posicao fixa do espaco.

e i.VF = porque a particula cruza linhas de F' = const com uma velocidade finita.

Xy VF
S
u \\
R}
r trajetéria da particula
X1
Aplicando a expressdo para I’ = 7
Dy or - -
U= — = — “.Vir=0+ 4 =u
Dt ot
%f =0 (para T fixo)

ou seja:
u. Vi = éiui.éj%ék = Ujgixfék = Uj(Sjkék = ukék
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Formula de Aceleracdo de Euler (F' = 1)

ou

. Du n i
a E = —_— u . u
Dt ot ~—
~ ~ aceleragdo convectiva
aceleragdo total aceleragdo local

3.2 Trajetoria, Linha de Corrente e Linha de Tinta

(Path line, Stream line and Streak line)

Trajetoria, linha de corrente e linha de tinta s3o curvas no espago que auxiliam a visualizagao
e a interpretagc@o do escoamento.

(a) Trajetoria: a funcdo de transformagdo 7 = 7(7%,t) pode ser considerada como uma
curva no espaco (passando por 73) com um pardmetro t. Esta curva é a trajetdria ou ca-
minho percorrido pela particula que estava em 7 no tempo ¢t = 0. A trajetéria pode ser
obtida pela solucdo simultinea das 3 equacdes diferenciais representadas por:

dF
d—; = u(7,t) (com condigoes iniciais: T =Ty, em t=0)

Exemplo: considere o seguinte escoamento:

x
T 14t v =1, w =0 (movimento plano)

onde ﬁ:u%—i-vj'—l—wl%

com condicdes iniciais: t =0, x =x9, ¥y =¥yg, 2 = 20

u = %= T = Wn(@)=In(1+1t) + In(c) = xz=z0(1 +1)
v o= %:1 = y=yo +t
w = dz:o — Z = const

dt
entdo, o caminho da particula ou trajetéria na forma paramétrica (pardmetro t) é dado por:
r = xo(1l +t)
y = yo +t

zZ = 20
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Podemos expressar a equacdo da trajetéria no plano xy eliminando-se ¢, ou seja:

x
y = (yo—1) + — —  linhas retas
To

(b) Linhas de Corrente: sdo curvas tangentes ao vetor velocidade em cada ponto, para um
instante fixo de tempo.

Considere uma “fotografia” do escoamento em uma dado instante de tempo. Considere o
e 9

parametro “s” ao longo da linha de corrente (s tem dimensdo de tempo). Assim, a linha de
corrente é obtida da solugdo de:

ar RPN (linhas de corrente

— = u(7,t) i

ds para um instante fixo t)
ou:

dx dy dz

— = u, = =, — = w

ds ds ds

Note que, para regime permanente, linhas de corrente e trajetdrias sao coincidentes.

Uma outra maneira de se obter as equacdes da linha de corrente é:

8

Para obter a forma paramétrica (t = const):

d
d—"g = 1%—1& = In(x) = %—i-t + In(e1)
% =1 = y=3s5 4+ c

sy A . x ) _ y—c2
eliminando o pardmetro s:  In (q) = 9

As constantes ¢; e ¢ sdo determinadas a partir da escolha do ponto (a, b) por onde a linha
passa. Podemos usar que, neste ponto, s = 0 (para qualquer outro valor de s daria o
mesmo resultado).
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Podemos obter o mesmo resultado resolvendo:

d d d d d d
U v o 1 T 1+1¢
ou ainda:
l (:”)— y dopor (a,b): 1 (x)—y_b
n ) A passando por (a,0) : n o) T 1+t

(c) Linhas de Tinta: uma técnica usada para a visualizacdo de escoamentos € a inje¢ao de
tinta (ou algum tipo de marcador) em um determinado ponto do escoamento. Observa-se
a tinta em um ponto posterior. Toda particula de fluido que passa pelo ponto de injecdo é

“pintada’ e contribui para a linha de tinta.

Suponha que injetamos tinta continuamente em um ponto 7;, comecando em t = t;, e

observamos a linha de tinta em um tempo posterior ¢ = tg > ;.
Se 1 € o ponto de injecdo e esta comeca em ¢t = ¢1, entdo, toda particula que passa por

7 emum tempo t; < t < to vai fazer parte da linha de tinta.
Uma particula em 7 no tempo ¢ veio de 7y = 7o(771,1t).

tinta é dada por:

Entdo, a equacgdo da linha de

paraty <t <to

Trajetoria da particula P, ’

]
—_— i
|
1
v
\

—-—— - -
- -_—_———

1
1
1
1
]
i
L\

Mpa1

Linha de tinta observada em t,
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Exemplo: determinar a equacdo da linha de tinta para o escoamento:

uzlj—t’ v =1, w =0, bh <7<t
Lo @)=l 1)+ () = @ = a(lt D

o = 1 = y=t + c

em t=7 =— x=z; e y=1 (coordenadas do ponto de injecao).

entao:

131(1+t)
= — — t_
x 117 e Y Y1 + T

No tempo de observagdo t2, alinha de tinta serd formada por todos os pontos (x,y):

z1 (1 +¢
T = 1 ( 2), e Yy =1y + 1ty — T para t1 < T <12
1+7

Note que, para o regime permanente, trajetoria, linha de tinta e linha de corrente coincidem.

3.3 Dilatacao e Derivada Material da Dilatacao

Um volume material € um volume que contém sempre as mesmas particulas materiais.
Quando um elemento de volume material de um meio deformavel se movimenta, o tamanho
e a forma do elemento se modificam. Uma pergunta de interesse seria: Qual a razdo entre
os volumes materiais antes e depois do movimento ?

A resposta a esta pergunta ¢ uma quantidade chamada “dilatacdo”, normalmente represen-
tada pelo simbolo J.

contém as
mesmas = - AN oV
particulas
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A dilatacdo é definida como:

oV elemento de vol. materialem t =t

J: =

m elemento de vol. material em t =0

Vamos mostrar que J € dado pelo Jacobiano da fun¢do de mapeamento (ou funcgéo de trans-

formagdo) 7= (7, t):

89c1 8271 811
Orgr  Ozo2  Oz03

7o | o1 o bm - Or1 Oxz Oxz i Ox; Oxj Oxy
= = = = i — &
9z01 dzoz  Oxos J 81‘01 8170j aka J 81‘01 8{[:02 81‘03

8x3 8273 813
Oror  Ozo2  Ox03

8V, (em t=0) h

3V (em t=t)

5V:a_‘.<a_’cxa_c)l) em t=1

\ab[ = dJJ()l
Antes do movimento: lad| = dxoe
]a_é\ = d.ilf(]g
ponto a: T, = xi(l‘oh 02, 9003)
_ , ponto b: z; = xi(ro1 + dzo1, o2, T03)
Depois do movimento:
ponto d: i = w(zo1, o2 + dzo2, To3)

ponto e: x; = x;(To1,T0o2, To3 + d$03)
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Podemos expandir em série de Taylor:

8 .

b: xr; = xi(xol,xog,xog) + 3;2)11 dror + ...
8 .

d: x; = xi(x01, %02, %03) + 8:;;12 droz + ...
a .

e: x; = xi(x01, %02, %03) + 8;;13 dxoz + ...

depois do movimento, ab =7, — 7,

- ox; - ox oxy
ab); = dx(n ad = J dx()g ae k= 7d.%'03
( )’L 8:1?01 ’ ( )] 851702 ) ( ) 8.T03
entdo, depois do movimento (i.e., em ¢ = ¢):
_ — >N\ _ .. Ox; Om; Oy
oV = ab. (ae X ad) = €ijk For Docs Do dxg1 dxoo dros
Vo
€ijk 0
% Oz01 Oz02 D03
J
onde:
8$1 81’1 aCE1
Oxro1  Oxo2  Oxo3
J = | Qz2 02 Oz = “Jacobiano da Funcdo de Mapeamento”
- 8:1301 axoz Bwog - ? /4
8:]03 81’3 a:E3
Oxrg1  Oxo2  Oxo3
Portanto:
oV = JoV, J é a “dilatacdo”

Para um escoamento a volume constante, o volume de um determinado grupo de particulas
nao se altera (escoamento isocorico), entao:

J =1 (para escoamento isocorico)

Nota: Fluidos incompressiveis escoam com volume constante.

Para termos conservagﬁo de massa em um escoamento:

p(7, 1) 0V = po(7o,0) 0V

p(r t) JoVo = po(r0,0) 0V
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. N o forma material da equacdo da continuidade
ouainda: Jp(r,t) = po(7o,0) = { (“conservacdo de massa”).

3.4 Derivada Material da Dilatacao J

J 8951 8952 6953 . 2
= €;ik ueme ——!
K 833(% 8$0j 8$0k 4 Dt
DJ _ D (.. Oz Oxp Oz3
Dt - Dt ijk 0xg; 6900]- Oxok
€ D ([ 0z Oxs  Oxzs Or1 D [ Oxzo Oxs + Ory Ozg D [ Ozs
1jk | Dt 0xo; afl‘()j 0Tk Oxg; Dt 8x0j Ozok 0xo; 8$0j Dt \ Ozqy,
mas:
D (81'1) o 0 (8.%'1) . 0 <al‘1> . 0 <dl’1> .
Dt 8.1‘01' ot a.%'()i 7o fixo 8950,» ot 7o fixo a.%'()i dt 7o fixo
entao:
DS _ . |Ow Ozp Oz3 | Oxy Oup Ozz 4 Ox; Ozp Oug
Dt ijk | Bz, Oxo; Oz Oxo; Oro; Oxok Oxg; Oxo; Oxok
.y ouy Oxy O Oz + Oxr1 Ous Oz Ox3 Oxr1 Oxo Ousz Orm
ijk OTm O0xp; 8:60]‘ 0Tk 0xg; OTm axoj O0xok 0xo; 8I0j Oxm 0Tk

Nota: i é normalmente dado em termos de coordenadas de campo .

Expandindo-se o primeiro dos trés termos acima, obtém-se:

€ Oui Oz Oxo Ox3
Z]k 89:m 8207; 81'0]' 8x0k

€ Oui Oz1 Ozo Oz Oui Ozg Oxzo Oz + Oui Ozz Ozo Oz
ijk | 9z Ozo; Oxg; Oxop Oxg Oxo; Oxo; Oxop Ox3 Oxg; Oxo; Oxop

Notar que o simbolo de permutagdo ¢;;; € anti-simétrico em relagdo a “i e j” € “1 e k7,

enquanto que os termos «Omy 0y » o« 0Ly D23 » (54 Gimétricos em relacioa“te j”e“ie
o0xg; 6900] Oxo; Oxok

k”, respectivamente. Consequentemente, os produtos entre esses termos sao iguais a zero.

Portanto, da expressdo acima, sobra apenas o termo:

- % 8!E1 6902 8563
ik 8901 89001- 8:1:0j 3$0k

8u1
O0xo;
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analogamente, para os outros dois termos sobram as expressoes:

|:aUQ 83;1 83:2 81‘3:|
Cijk

ouz 8'&3 81'1 81‘2 89:3
6952 6%01' 8330]' 6$0k

e €iik | =—
Y [81'3 ain 8.%'0j 8x0k

entdo, agrupando-se esses termos, chega-se a:

DI _ o |0m Ous | Ousl (Om Ovy Ory
Dt ik o0x1 Oxo 0x3 Oxo; &on 0ok

ou, finalmente:

Este resultado permite uma interpretagao fisica para o divergente:

oV 1 DJ
J = — divii = — —=
Vo e WU 7 Dt
entao:
div i L D (oV (not 0Vp ndod dedot )
WU = —w+ — | ==
v gTV Dt 5‘/0 note que 0 hao depenae ao tempo
0
portanto:
- 1 D

O divergente do vetor @ ¢ a taxa de variagdo de um volume material por unidade de volume,
vista por um observador “montado” no elemento de volume material.
Note que, para escoamento de fluido incompressivel: %((5 V)=0 = V.u=0.

DJ_O

Ainda, para escoamento de fluido incompressivel: J =1, 5y = = divu=0.

Uma aplicag@o para o resultado div 4 = % % ¢ a obtencdo da equagdo da continuidade,

que representa a conservagdo de massa, em coordenadas de campo:
Tinhamos em coordenadas materiais: J p = pg

Diferenciando esta relagao:
Dp DJ __ _
Jor o = r =0

ou: J% + pJdivdy = 0
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Assim:

Dt
% 4 ﬁ.ﬁp + pﬁ.ﬁ = 0 “Equagdo da Continuidade”
P =
5% + V.(pu) = 0

3.5 Teorema de Transporte de Reynolds

Vamos derivar um dos resultados mais importantes do estudo da mecanica dos fluidos
em meios continuos: € o teorema de transporte de Reynolds que é peca fundamental na
derivagdo das leis de conservagdo em meios continuos.

Considere um volume material v(¢), i.e., um volume que contém sempre as mesmas
particulas de fluido. Assuma que S(¢) é uma superficie material limitando wv(t). Assuma

também que F(7,t) seja qualquer propriedade do fluido por unidade de volume.

A integral:

/ Fdv
v(t)

representa a quantidade da propriedade F' contida no volume material v(t).

Nosso objetivo é determinar a derivada material desta integral, i.e., a taxa de variagdo da
propriedade F' vista por um observador “montado” no volume material v(¢) que se move.
Entdo, desejamos:

o limite de integracdo depende do tempo, portanto ndo podemos trocar a ordem da diferen-
ciacdo e integracdo. Podemos transformar a integral de um espaco # para um espago 7.
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Os limites neste espaco ndo dependem do tempo.

vamos usar os resultados: dv = Jdvg e % = Jdiv .

é)t/(t) F(Ftydv = & [ F[(Fo,t),t] Jdvo

Vo

D DJ DF
- Z[FJ] dvy = = — | d

DF DF .
= Fdz'vﬁ—i—} Jdvoz/ [-I-FV.E} dv
/'UO |: Dt ’U(t) Dt
Portanto, o Teorema de Transporte de Reynolds é expresso por:

D / / {DF - _}
— Fdv = — + FV.u| dv
Dt U(t) ’U(t) Dt

Interpretacio Fisica do Teorema de Transporte de Reynolds

[DF .
LD Fdv = / — +Fv.ﬁ] dv
bt Jow oty L Dt

= / W+ﬁ.VF+FV.ﬁ] dv
’U(t) _8t

[OF -
2/ +V.(Fﬁ)]dv
’U(t) L 8t
Aplicando o teorema da divergéncia no segundo termo da integral acima, obtemos:

/ V. (Fi) dv :/ h. (Fi)dS
v(t) S(t)

Portanto:
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Interpretagao:
D% » Fdv = {taxade variagio de F' seguindo o movimento
v
/ oF { taxa de variacdo de F' em v(¢) devido a variagdo
—dv =
oty Ot com o tempo de F' em cada ponto de v(t)

variagdo liquida em F' devido ao fato de que a superficie
/ n.uFdS = que se move S(t) pode incluir mais (ou menos) F'
5() durante o movimento

A

F n-uds

i \_'_l

Volume varrido por dS$ no tempo dt
i

Propriedade / volume

S(t) S(t+dt)

Conservacao de Massa usando o Teorema de Transporte

A
n
‘ Volume material “v(t)” limitado pela
Superficie material “S(t)”
S(t)
DF -
Teorema de Transporte: % / Fdv = / [ + FV.ﬁ] dv
o(t) oit) L Dt

Nesse caso: F' = p(7,t) = JI00¢

Ou seja:

pi Ly = o 51+ o9
— pdv = — + pV.d| dv
Dt U(t) ’U(t) Dt
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O lado esquerdo da expressdo acima representa a taxa de variagdo da massa em v(t)
seguindo o movimento de uma dado grupo de particulas: tem que ser zero para conservar
massa !

Entao:

Dp -
0—/ [—f—pv.ﬁ] dv
’U(t) Dt

Para que a expressao acima seja valida para qualquer escolha possivel de v(t), o integrando
tem que ser igual a zero em todos os pontos de v(t). Assim:

D =
i +pV.ii =0
% + ﬁ.ﬁp + pﬁ.ﬁ =0 Conservagdo de Massa

3.6 Cinematica da Deformacao

Nosso objetivo é determinar as quantidades tensoriais que estdo relacionadas com a defor-
magcio e rotacdo de um elemento de fluido.

Considere a diferenga de velocidade di entre dois pontos préximos:

u(r+dr)

Podemos escrever:  di = U (F+dr) — 4 (7F)
expandindo 4 (7 + dr) em série de Taylor:

di = @(7) + g—lﬁdwr -
T __

-

dr« Vi

=
<
IS

entio temos: du = dr.
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Fazendo-se o mesmo em notagdo indicial:

du]‘ = Uy (CL‘Z + dIEZ) — Uy (.’El) s
— de = 78 J d:L‘Z
ou; X
duj = uj (xz) + Tdem, — Uj (acl) ¢
desenvolvendo:
o] o] 0
dup = Txdz‘l + Tgéd@ + TZ;dxg
0 0 0
dus = Tﬁdxl + ngdxg + ?ng.%'g
o] o] o]
dug = Z2de + FEdey + F2dus

V 4 € o tensor gradiente de velocidade, que em notagao indicial é escrito como:

ou,;
€; - €; ou €; 8Z Uj €5

ox;

O tensor gradiente de velocidade pode ser decomposto em uma parte simétrica e outra anti-
simétrica:

1

1
&-uj = 5(81"&]‘ + 6jui) + 5(&-% — 8jul-)

tensor simétrico tensor anti-simétrico

onde:

e tensor simétrico ==  D;; = Dj; (tensor de deformagdo)

e tensor anti-simétrico = ;; = —€)j; (tensor de rotagdo ou de vorticidade)
entao:
Bzuj = Dz’j + QU
ou
Vi = D + Q

Interpretacio Fisica para D;;, o Tensor Deformacao

Considere a variagdo, seguindo o movimento, de um elemento de comprimento material,
D (7= o
+5;(dr), ou seja:
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entdo, seguindo o movimento:
D D
—dr) = —(ty — 1) = s — U = di
D (dr) Di (72 1) 2 1

mas, sabemos que: diu = dr. Vi
Assuma que ds ¢ a magnitude de d7, ou seja, ds = |dF]. Também, (ds)? = di. dr.

Entao:
L (ds)? = 2ds B (ds) = L (ar.dr) = 2dF. D (dF)

Logo: 2ds 5 (ds) = 2d7 .V @ . dF

dividindo-se ambos os termos por 2 (ds)? :

2L =T 90"
usando que: Vi =D + Q
LB = £.(D+ 7).
- 4.5

1. dF o dF _
Noteque : 7. Q.7 =0
mas % € um vetor unitdrio na direcdo de dr".
Suponha, por exemplo, que escolhemos o vetor unitdrio - = €;.

XA- 1 D PSR~
entdo: - 75;(ds) = é1 D é1 = Dny

Podemos escrever:

D11 € a taxa de variacdo do comprimento, por unidade de comprimento, de um elemento
de uma linha material orientada na direcdo €1 , seguindo o movimento.

de uma maneira andloga, o raciocinio vale para D32 e D3ss.

1 dF & dF da; dx dz; dz;
e Qs = L $2;5 = Q5 = 0.
ds ds ds J ds dS dS J
anti-sim.

sim.



3.6. CINEMATICA DA DEFORMACAO 55

Note que:
1 ouy
D1 = = (0 15) =0 = —
11 2( 1u1 + O1uq) 1 Uy 971
6UQ 8u3
Doy — —% Dan = —2
22 979 e 33 Ors
entao:

0 0 0 =
Dy = D11 + Doy + D3z = it + guz + s _ tracode D = divi
8([31 8:1:2 83)3

ou seja:
Interpretacio Fisica para D;; (com i # j)

Considere dois elementos de fluido na forma de linhas, tendo a mesma origem e inicialmente
fazendo um angulo 6:

calculemos:

L (diy . diy) = £ [ds1dsscos(9)]
= dsicos(0) L (dso) + dsacos(0) L (ds1) + dsidsy [—sen(6)] 2¢

= dsy dsycos(6) d—; L (dss) + dsidsscos(d) d—il L (ds1) +

— dsy dsg sen(6) % (1)
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mas:
B (dPy . di) = B (dR) < di + di . 4 (di)
= di; .diy + dFy . dids
- (daﬁa) Ldiy + dF . (d@ﬁﬁ)
= df .Vi.diy + diy.Vii.dR
em notag¢do indicial, temos:
L(diy.diy) = éidrii.é;0jugéy . mdrom + & dra;. &0 ug éy .« émdrip

= dle 3]' Uk d?”Qk + d?“zj 8j Uk Clle
trocando j por ¢ e k por j, obtemos:
% (dFl . d’?z) = d’l”lz' 8, Uj d’I"Qj + dTQi & Usj d’l"lj
= d’l"h; & Uj d’l"zj + d’I"Qj 8,- Uq drli
= d’l"h; d7‘2j (61 uj + 8j uz) =2 d?"h' d?“gj Dij
= 2d7. D .d (2)

igualando (1) e (2) e dividindo por dsidsa, chegamos a:

2@ = @ 1 D 1 D Do
dsl. .dSQ

assuma agora que no instante em que iniciamos a observacao:

d’Fl “ dFQ d . 9 T
— =€ — =€ : = —
ds1 1 e 59 2, e maneira que 5
ta 2¢ B 2 Do
entao: €1 . ) = ———
1 2 Dt
1 Do
: Dy = —=—
ol 12 2 Dt
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em palavras:

“Dyo = ¢ a metade da taxa de decréscimo do dngulo entre dois elementos de linha
materiais, inicialmente alinhados nas direcdoes é1 e €a, seguindo o movimento (é igual a

Doy, pois D é simétrico ).

O raciocinio vale, de maneira andloga, para os termos Doz e Dq3 .

Os termos fora da diagonal, D;;, estdo relacionados com taxa de cisalhamento.
Exemplos

(a) considere o escoamento dado por: v =kz, v=0, w=0

calculando: Dij = - (0iu; + 0ju;)

N |

0 tinico componente ndo nulo de D;; € D1y, ou seja:

D11_1<6u+8u>_k

2 \9z = Oz
kK 0 O
entio: 1:) = 0O 0 O
0 0 O

= o0 movimento é de extensdo pura na dire¢cdo z.

(b) considere o escoamento dado por: v =ky, v =0, w =20
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todos os termos D;; sdo iguais a zero, exceto:

Dl2:D21:;<gZ+gz>:§
0 £ o
entdo: 1:) = % 0 0
0 0 O

= o0 movimento é de cisalhamento puro.

Notas:

1. Se D=0 em um ponto qualquer, o movimento ¢ dito “localmente rigido”, isto é, nio
existe deformacdo local no ponto.

2. Qualquer tensor simétrico de 22 ordem possui pelo menos um conjunto de eixos co-
ordenados no qual a representacdo matricial do tensor possui componentes somente
na diagonal. Este sistema de coordenadas é denominado de eixo principal do tensor.
Neste sistema o movimento € de extensdo pura, ou seja:

Dy Di2  Dis D{, 0 0
—
Doy Dos Dos transformagdo para 0 D2,2 0
eixos principais

D3y D3z Dsg 0 0 D3y

Interpretacio Fisica para (;;, o Tensor Rotacio

Vi =D + Q
onde:
1
Qij = 5 (Giuj — Jjui)
operando ¢g;; em ambos os lados:
ehij Qij = 5 (erij Oiuj — €ij Oju)

—_

= 3 [(ﬁ X ﬁ)k + (6 X ﬁ)k] = (6 X ﬁ)k = wy (vetor vorticidade)
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ou seja:
W = €kij ij

entdo, o tensor ) em um ponto define a vorticidade naquele ponto.

Se operarmos, de novo, €, em ambos os lados:

€kim €kij Lij =  Ekim Wk
(01 Omj — 615 0mi) ij = Um — Dt = QU + U = 2,

entao: Qi = §€klm Wk

0 51113 —§UJ2
0= —%wg 0 %wl
1 1
§w2 —5’11)1 0

onde: () = taxas de extensdo e cisalhamento
(xx) = examinar o sentido fisico
Q. = Leow
i — 9 Ckij Wk
de: Qi = Ledae = Lewnde, = 2 (@0 xd
i34 = g €kij AL W = 3 €k WE AT = 3 (w f)j
. > 3 1 /- o . N
ou: dr.QQ = 5 (W xdr) com W avaliado em T

Se D=0 entio dil = %u‘;’ x dr

Compare este resultado com: V = @ xdF. Conclufmos que estamos diante de uma rotacao
local de corpo rigido do elemento di* em torno do ponto # com velocidade angular %w.
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V x @ =10 € duas vezes a velocidade angular local de um elemento de fluido.

Exemplos de Calculo de Vorticidade

(a) Rotagéo de corpo rigido com velocidade angular constante 2

Sejam: ug=rQ e u, =0

ou seja:

1. 0
W= —é,— (rug) = 2Q¢é,

r = Or

(b) Escoamento de cisalhamento: v =ky, v =0, w =10
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1 Ji k
= - g o) ol
VX’U, = oz 8731 9z
U v w
ov ou
. = _— = — = —kj
v <8:U 8y>

Note que, mesmo com linhas de corrente paralelas ao eixo z, existe uma velocidade angular
dos elementos de fluido diferente de zero (a velocidade angular local € igual a: —% kés3).
No caso da rotagdo de corpo rigido, as linhas de corrente sdo circulares e ha vorticidade.

Existem escoamentos com linhas de corrente circulares, mas com vorticidade nula. E o caso

do “vortice livre”, onde: ug = .

3.7 Resumo das Secoes Anteriores

Examinando o movimento de dois pontos préximos:
@7 + d) = @(7) + df. Vi = di'. (D + Q)

onde:

D = descreve taxas de extensdo e de cisalhamento

Q) = descreve velocidades angulares locais

vetor vorticidade, € igual a duas vezes a velocidade

W=Vxu = { angular local de um elemento de fluido

Em um sistema de eixos principais, o0 movimento geral de um elemento de fluido consiste
de:
1. translacdo uniforme (no sentido de que todos os pontos tém a mesma velocidade)

2. alongamento ou encurtamento ao longo dos eixos principais

3. rotacdo local de corpo rigido



Capitulo 4

Dinamica dos Meios Deformaveis

A cinemadtica dos meios deformdveis nos forneceu técnicas para descrever o movimento
(descricao de Euler ou Lagrange) e restri¢des ao movimento impostas pela conservagao de
massa.

O estudo da dinamica leva em consideracédo as forgas que produzem o movimento.

Existem dois tipos de forcas que atuam em um meio deformével:

e (a) Forcas de corpo (ou de volume): sao forgas proporcionais a2 massa do material,
atuando em todo o material. Por exemplo, campos gravitacional, elétrico ou
magnético geram forcas de corpo.

Se f ¢ a forca de corpo por unidade de massa, entdo p f ¢ a forga de corpo por
unidade de volume.

Logo: / P f dv ¢ aforca de corpo total agindo no elemento de volume v.
v

o (b) Forgas de superficie: sdo for¢as que agem na fronteira de um elemento material
como resultado da interagdo com o material envolvendo o elemento.

onde 7 € o vetor unitirio normal ao elemento de superficie dS, e S € a superficie
que limita v.
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Entio: t,dS & a forca trativa sobre dS devido ao material que envolve v. Logo,

—

t, € uma forca por unidade de drea, ou seja, uma tensao trativa.

Podemos escrever que a forca de superficie total agindo sobre S é dada por:

Principio de Tensao de Cauchy:

“em torno de qualquer superficie fechada imagindria no material, existe uma distribuicdo
do vetor tensdo t, cuja resultante e momento sdo equivalentes aquelas causadas pelo
material que envolve a superficie”.

4.1 Conservacao da Quantidade de Movimento Linear

(2% Lei de Newton)

“a taxa de variag¢do da quantidade de movimento linear das particulas em um volume v(t)
é igual ao somatdrio das forcas externas agindo sobre estas particulas”

A velocidade # ¢ a quantidade de movimento por unidade de massa. Entdo, pud € a
quantidade de movimento linear por unidade de volume.

Dessa forma, a equagdo da quantidade de movimento linear pode ser expressa como:

D/ pidv = / pfdv + / tn dS
Dt Jo o(t) S(t)

forca de corpo forca de superficie

A primeira integral pode ser transformada pelo teorema de transporte de Reynolds:

D DF R
— de:/ [+Fv.ﬁ} dv
Dt U(t) ’U(t) Dt

onde, nesse caso, F' = pii.
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Logo:

Dt

=0 (eq. da continuidade)

Du D -
/ Y i (p + pV.U) dv
v(t)

entao temos:

Du - .
p— dv :/ ,ofdv+/ tn dS
/v(t) Dt w(t) S(t)

Principio de Cauchy das Tensoes:
“existe um tensor T , chamado tensor das tensoes, que associa com cada direcdo n, no
b2l

espacgo, um vetor t, através da relagdo: t, =n. T (provaremos mais tarde)

Usando este principio:

/ pDudv:/ pfdv—i—/ ﬁ.]de
oty Dt u(t) S(t)

aplicando o teorema da divergéncia na terceira integral, ou seja:

entao:

ou:

Py — P

Di L L =
/ [Dlt‘ f—V.T]dv:O
v(t



4.1. CONSERVACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO LINEAR 65

N
I
(@)

paraum v(t) genérico: —> p% —pf - V.
ou, finalmente:

Dii
P Dt

—

:pf—i—V.

N

= “Equagdo de Cauchy do Movimento”

podemos escrever também:

dii
P o

_l_
>
IS4}
<L
I}
I
>
=y
_I_
<L
N

interpretando cada termo:

°p % = massa vezes aceleragdo por unidade de volume

oi

p'g; = massavezes aceleracdo local por unidade de volume

[ J
e pii. Vi = massavezes aceleracdo convectiva por unidade de volume

*p f —>  forga de corpo por unidade de volume
—

forca de superficie por unidade de volume

em notacdo indicial:

Dui
P "Dt

= pfi + 0;T) onde: t; = n;Tj;

ou:

8ui

Py T oruidiui = pfi + 05T

Em um sistema de coordenadas z,y, z, a componente x da equagdo é:

Pot or "'y T Y0 ox dy 0z

ou n u@u ou ou\ o+ 0T, 0Ty 0T,
P Ox oy 92) — Ple

Obs: A equacdo de Cauchy descreve um balangco de forcas e quantidade de movimento
linear para qualquer substancia, i.e., fluido, sélido elastico, sélido plastico, etc...

O tipo de material que estd se deformando é especificado na equagao através do estabeleci-

mento de uma relacio entre T eoutras propriedades materiais (tensdo e taxa de deformagéo

D , por exemplo). Esta equacdo é chamada de “Equacgdo Constitutiva’.
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Por exemplo:  fluido sem viscosidade =  “nao existem tensdes cisalhantes”

Em notacio indicial:

ng = —D 51‘]
0;Tyj = —(0;ip) dij = —0jp
Vamos voltar e provar o principio de Cauchy: ¢, = 7. jf

Usando a equacao:

Du - o
p— dv :/ pfdv—i—/ tn dS
/v(t) Dt w(t) S(t)

—

escolha um volume v(t) bem pequeno de maneira que p, i, f e ¢ sejam aproximada-
mente constantes em v(¢).

assuma que ¢ seja uma dimensdo caracteristica de v(t):

Entdo: ~ 53 e: ~ 52

v(t) S(t)

Se tomarmos o limite quando ¢ — 0, o volume v(t) fica desprezivel em relagdo a superfi-
cie. Entdo, no limite:

/ t,dS = 0
S(t)

em palavras significa:

“para um volume suficientemente pequeno na vizinhanca de um ponto, as forcas de
superficie estdo em equilibrio, mesmo que o fluido esteja em movimento”.
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Vamos aplicar este resultado a v(¢) na forma de um disco de espessura desprezivel:

Se o elemento esta em equilibrio estatico:

T dS=—1t,dS

T(h) = —t(-n)

Agora considere um elemento de volume na forma de um tetraedro. A face abc, cuja normal
¢ n,tem drea dA.

Entao temos:

Face Normal Area For¢a/Area
abc il dA t(n)
Oac &y h.épdA T(—e)
Obe —é h.érdA T(—é)
Oab —é3  n.égdA t(—é3)

Para termos equilibrio estatico:

t(n) (dA) + t(—é2) (R.éadA) + t(—é1) (R.é1dA) + t(—eé3) (R.é3dA) = 0
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o componente (k,j) de T serd Tyj = é. T .¢éj, ouseja:

Tij = ér-6t(é).¢é;

onde T}; € acomponente j datensdo numa superficie cuja normal estd na dire¢do k.

Ty; = componente da forga por unidade de drea atuando na dire¢do j numa superficie
cuja normal aponta na direcdo k.

Podemos escrever:
ia) = a.T

He) = é.6;Tiwer = Tién
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ou ainda:
té) = Tnér + Tizéy + Tizés
tés) = Thér + Thoéy + Thsés
tés) = Tsiér + Tsoeéa + T3és

Usando o principio da conservacdo da quantidade de movimento angular podemos provar
que o tensor das tensoes € simétrico, ou seja: T;; = T};.

4.2 Prova da Simetria do Tensor das Tensoes

Primeiro uma defini¢do: Fluidos ndo Polares sdo aqueles em que os torques se devem uni-
camente as forgas aplicadas sobre o fluido. Para fluidos polares existem “forcas internas”
que podem produzir torques internos.

Para fluidos ndo polares, a conservacido da quantidade de movimento angular implica na
simetria do tensor das tensdes.

Conservacao da Quantidade de Movimento Angular

D

= pf'xz_[dv:/ pf’xfdv—{—/ 7x t,dS
Dt Jy o(t) S(#)

(A) (B) @
onde:

e (A) = taxa de varia¢do da quantidade de movimento angular em v
e (B) = torque das forcas de corpo

e (C) = torque das forcas de superficie

usando o teorema de transporte de Reynolds:

D/ prﬁdv/ pD('F’xﬁ)dv/ P E‘><ﬁ'—|—'17’><@' dv
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70
entao:
D_' — —
/ PFX 2y = / pFx fdv + / 7x T, dS
o(t) Dt u(t) S(t)
ou:

assim:

Para o componente :
/ €ijk Lj (6 . ;) dv = / €ijk Tj (ﬁ . ]:"> dsS
) k S(t) k

v(t

ou:
/ €ijk Tj Om DT dv = / €ijk Tj N Tinge dS
v(t) S(t)

ou também:
/ €ijk Tj Om Ty dv = €ijk / Nym, (xj ka) dSs
v(®) S(t)

usando o Teorema da Divergéncia:

/ €ijk Lj Om Trp dv = / €ijk Im (wj ka) dv
u(t v(t)

/ €ijk Tj Om T dv = / €ijk (25 Om Tk + Tk Om ) dv
v(t) v

(para um v(t) genérico)

entao: 0 = / €ijk Lk Om ; dv
v(t)

portanto:
Eijkkaaml’j =0 mas aml’j = 5mj
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assim:
eijkka 5mj =0 — €ijk:Tjk =0
para ¢ = 1:
€1jk Tj = €123To3 + €132T32 = 0
= Tog — 139 = 0 ou Tohy = Tyo

Para um caso geral, aplica-se €;;,,,:

€itm €ijk Tjk - = 0 = (815 6mrk — Ok Omy) Tjk
= Ty — Thy =0 ou Ty = Thy (simétrico !)
Note que a simetria do tensor das tensdes depende da conservacio da quantidade de movi-

mento angular. Aqui, assumimos o segundo e provamos o primeiro. Alguns autores prefe-
rem assumir a simetria do tensor das tensdes.

4.3 Aplicacoes da Equaciao de Cauchy para o Movimento

Equacao da Hidrostatica

Fluido € definido como matéria que se deforma continuamente na presencga de tensdes tan-
genciais. Entdo, se temos fluido em repouso ndo podemos ter tensdes tangenciais. Sé tere-
mos tensdes normais agindo.

Assim, a for¢ca ¢, sobre qualquer elemento de drea com normal 7 tem que ser paralela a
7. Entdo:

~+
3

Il
>
Ml

|
F
>

fazendo £k = —p, temos:

n.T= —pn (para qualquer 1)
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e, tomando o produto escalar com ¢€;, obtemos:

e T .éj = —péi.éj = —p(sij
—_——

Entdo, para um fluido em repouso, o tensor das tensdes tem a forma:

—p 0 0
Tij = —pdij = 0O —p O
0 0 —p
onde o escalar p € chamado “pressdo hidrostdtica”.
Entio, para um fluido em repouso:
e ndo existem tensdes tangenciais
e somente tensdes normais: —  Tj; = —pd;;
e =0
assim: . B
p Df? =pf+V.T
=0
mas: B
V. T= éi(;;.éjpéjkék = _E?aiéj = —ﬁp
entao:
0=pf— Vp
ou:
pf = Vp

Para um fluido em repouso, a equagcdo mostra que as forcas de corpo sdo equilibradas pelas
forcas de pressdo.

Normalmente, f =g (aceleracdo da gravidade).



4.3. APLICACOES DA EQUACAO DE CAUCHY PARA O MOVIMENTO 73

~ ~ op =, - .
Da equag@o da conservag@o de massa, 77 + V.pu = 0, para um fluido em repouso,

%’Z =0, ouseja: p = p(7) somente. Entdo:
pf = Vp
= “fluido em repouso”
p = p(M)

As equagdes acima ndo podem ser resolvidas até que seja especificada uma relagdo entre p
e p. Estarelacdo é chamada “equacdo de estado”.

Exemplo
Fluido incompressivel =—> p = const

p = pRT

Para p = const e f: —gj':

d,
z =0 = p # p(x)
d,
z =0 = p # p(z)
%Z—PQ =  p2 — p1 = pgh

Forc¢a sobre um Corpo em um Escoamento Permanente

Forgas de arraste em corpos sdo normalmente medidas em tiineis de vento trabalhando em
regime permanente. O estudo é feito a partir da medi¢do da distribui¢do de pressdo e ve-
locidade longe do corpo. A base para este procedimento vem da andlise da equacdo de
Cauchy.

pPi = p§+div;

N

p(% + ﬁ.ﬁﬁ) = p§ + div

Obs: %f =0 (no regime permanente) e pg = 0 (serd desprezado por estarmos interessa-

dos nas forcas de corpo devido ao movimento).

Podemos usar a seguinte identidade:

pi. Vi = div (pad) — @ div (pid)
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entao:

Nl

div (pud) — ddiv (pd) = div
mas: div (pu) =0, pela equacdo da continuidade.

temos, finalmente:
div (,oﬁﬁ— ;) =0

Escolha um corpo de forma arbitrdria dentro do fluido:

Selecione o volume v limitado
pela superficie do corpo S; e
Pela superficie externa S,

integrando a equacdo em v:
/ div (pﬁﬁ— :F) dv = 0
v
usando o teorema da divergéncia, esta integral serd igual a:
/ﬁ. (pm— ?) s = 0
S

separando as integrais:

/ﬁ.(p*ﬁ)dS—/ ﬁ.]z“dS—I—/ ﬁ.(pﬁﬁ)dS—/ A, T dS =0
SQ 52 Sl Sl

mas 7.4 =0 aolongode S; (pois ndo hd escoamento através do corpo). Logo:

/ﬁ.(pﬁﬁ)dS—/ ﬁ.:?dsz/ i
So Sa S1

onde, o integrando do termo da direita da equagdo acima ( n.. ; = t, ) representa a forca
exercida pelo corpo sobre o fluido. E igual a —F , a forga exercida pelo fluido sobre o
corpo.

as

N
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Entao:
F= —/ . (pia) — A 7] ds
Sa

Se escolhermos .So bem longe do corpo, podemos desprezar os efeitos viscosos, ou seja:
T= —p I. Entdo:

F = —/SQ . (i) + i (p1)] ds
- / [h.@pi@ + npldS
Sa

Exemplo: Forca sobre um Cilindro

Uco u(y)
Resultado:
l
F = —/ pu (U — us) dl (assumindo “p = const.” ao longe)
0

Mostramos que a equacdo de Cauchy é:
Dy
"Dt

N

Z,Of—i- div

Para um fluido em movimento, é comum escrevermos o tensor das tensdes na seguinte
forma:

Ti;j = —poij + Tij ou T = -p I + 7

Definimos assim um novo tensor 7;; , simétrico, chamado “Tensor das Tensoes Viscosas”.

. = ~ 0 ~ ~ ~ ~
div T = § 90 - [€j (—pbjk) ér + €1 Tim ém)
— 0 () 5. G OTim 5 9P 4 OTim 5
— Oz (-p) e; + il or, Em = oz, e; + or, Em

= —610 + div T
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Assim, a equacdo de Cauchy fica:

Dii . . -
pF’: = —Vp+ pf + div T

4.4 Resumo

Até este ponto do nosso desenvolvimento, vimos que:

1. conservagdo da quantidade de movimento linear implica no equilibrio estdtico sob
forcas de superficie; nos leva a um tensor T tal que a forga local é dada por

t, = f. T enos deu aequagio de Cauchy para o movimento.

2. conservagdo da quantidade de momento angular implica na simetria do tensor das
tensoes.

3. da cinemdtica obtivemos, da conservagao de massa, a equagao da continuidade.

Entio, temos disponiveis para a andlise das deformacdes dos meios continuos 4 equagdes
(sendo 3 componentes da equagdo de Cauchy mais a equacdo da continuidade) para deter-
minar 11 incégnitas, ou seja: 1(p) + 1(p) + 3(@) + 6(7;).

O principio da conservagdo da energia (Primeira Lei da Termodindmica) ainda nao foi uti-
lizado. Isto ajuda, mas ndo resolve o problema integralmente.
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4.5 Exercicio Proposto

Derive, a partir da equacao de Cauchy, uma expressao para a forca exercida pelo fluido sobre
um corpo de forma arbitréria. Justifique as aproximacdes feitas.

Dicas:

e Escolha um volume de controle conveniente em torno do corpo e integre a equagao
de Cauchy neste volume.

e Despreze as forgas de corpo.
e Aidentidade p@.V@ = div (put) — udiv (pu) pode ser util no desenvolvi-

mento.

Depois de obtida a expressdo para o célculo da forga exercida sobre o corpo pelo fluido,
aplique-a para seguinte situacdo (assumindo que a pressdo na superficie de controle pode
ser considerada constante):

Ueo Ueo




Capitulo 5

Equacao da Energia

Discutiremos a seguir a equacdo da energia aplicada a fluidos em movimento.

Serd assumido que para um fluido em movimento prevalece a condicdo de equilibrio
termodindmico local. Desta forma, todas as varidveis termodindmicas que caracterizam o
estado do fluido estdo definidas. Entretanto, estas variaveis sdo definidas localmente em
relacdo a um sistema de coordenadas material. Por exemplo, a temperatura deve ser medida
com um termdmetro que se move com o fluido.

Tal condicdo € necessdria pois as varidveis termodindmicas sao definidas somente para
estados de equilibrio. A validade da hipétese de equilibrio local se justifica pela concordén-
cia entre as previsdes e os resultados experimentais.

Podemos escrever a 1¢ Lei da Termodindmica da seguinte forma:

“a taxa de aumento da energia de uma dada massa contida em um volume material é igual
a taxa de adicdo de calor a massa, mais a taxa na qual o trabalho é realizado sobre a massa
considerada”

Consideramos energia como:
interna = associada ao movimento molecular

cinética = associada com o movimento do material

Vamos formular matematicamente o principio de conservagao de energia:

e ¢ = energia interna por unidade de massa

e energia cinética por unidade de massa = 3 |i|> = L. 4
e ¢ = vetor densidade de fluxo de calor. Entdo, 7.q¢dS € o fluxo de calor saindo do

volume através da drea dS = A dS

e o trabalho produzido pelas forcas de corpo por unidade de tempo (i.e., poténcia) sobre
um volume elementar = p f.u
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e o trabalho produzido pelas forcas de superficie por unidade de tempo (i.e., poténcia)
sobre uma superficie elementar = .4

e () = taxa de calor gerado por unidade de massa

entao:
ol e L it B
— ple + — )dv = — g.-ndS + / pf.ddv +
Dt [y 2 S(t) v(t)
A B C
+/ t.adS + / pQ dv
S(t) v(t)
D E
onde:

A = taxa de variagdo da energia

B = calorcedidoa v

C = poténcia das forcas de corpo

D = poténcia das forcas de superficie
E = geracdo de calor

A primeira integral pode ser transformada pelo teorema de transporte de Reynolds: !
. _ |a[?
Neste caso: F' = p <€ + T)

entao:

D 5+@ dv—/ D 54_@ + e+@divﬁ dv
Dt Sy " 2 = o \ Dt 7 2 g 2

D |)? 1@|>\ [Dp -
/U(t) pt<€+2>+<8+2 Et+pzvu v

=0 (continuidade)

DF
! 2/ Fdv = / {— + Fdivﬁ] dv
P Lo vy L Dt
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Portanto:

12 12
D @l _ D la®
% Uu)p(s%— 2>dv = /v(t)th<€+ 2>dv

A segunda integral (denominada de “B”) pode ser transformada em uma integral de volume
pelo teorema da divergéncia, ou seja:

/ﬁ.cj’dS = /divcj’dv
S v

Na quarta integral (denominada de “D”) podemos usar o teorema de Cauchy, seguido do
teorema da divergéncia, ou seja:

/Sf.ads - /Sn ZdS = /wa (f .ﬁ) v

Voltando a equagdo que representa o principio da conservagao de energia:

N

/ pB <€+ W) dv = —/ dz’vcjvar/ pf.adv+
oty Dt 2 v(t) o(t)

+/ div (If .ﬁ) dv + / pQ dv
o(t) u(t)

paraum o(t) genérico:

D |)? L - N S=R
P Dy €—|—7 :—dwq+pf.u+dw(T.u)+pQ

Podemos obter outras formas da equagdo da energia:

expandindo o primeiro termo:

D i) D D ([~ -
pB (e +F) = o8+ 45 @0
= pBe 4+ L2g. DL

= p + pu. 2t
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agora, expandindo o quarto termo, ou seja: div (f

. 1_[) , em notacdo indicial, temos:

div (T .

<
~—

ézé%z . (éJTJkék .élul) = éz' Bi:m . (éjTjkul 5]6[)
€i gy - (& Tnur) = bij g (Tjwun) = 52> (Tjwur)

oT;
- T, 9w + oy, Sk

ik By g = ¢ + d.div T
entao: _ =
div (T .ﬁ) — ¢ + @.div T
substituindo na equagdo da energia:
D Di - -
pji + pﬁ.% = —divG + pf.d+¢ + @.div T +pQ
——— M

¢ . )

os termos marcados com (*) se cancelam pela conservag¢do da quantidade de movimento
linear (equacdo de Cauchy escalar ).

entao:

D
p o = —divd + ¢ + pQ
Vamos examinar o termo ¢ :
¢’ :]:“: Vi onde

h |
ool
I
=
QD:J

mas: Vi =D + Q. Logo:

¢' = Ti; (Dij + Qij) = Ty Dij + Tp; Qj
usando: T;; = —pd;; + 7;; eofatodeque: Tj;€; = O, por se tratar do produto de

um tensor simétrico por um anti-simétrico, obtemos:

¢' = —pdij Dij + Dijmij = —pDyi + Dy

o]
Rl

2 O sfmbolo “ ¢ ” representa o produto escalar duplo entre dois tensores. O resultado é um escalar !
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mas: D;; = D11 + Doy + D33 = divid

podemos escrever entdo:
/ .=
¢ = —pdivu + D;j 7

ainda, usando a equacao da continuidade:

Dp - o 1 Dp D (1/p)

Dt + pdivu 10U » Di p Di
entao: D(1/p)

p
¢' = —pp e T DiiTis
substituindo a expressdo acima na equacao da energia:
De L D (1/p) = =
P = ~dwd — pp—p,— + DT +pQ

em palavras:

p % = taxa de variacdo da energia interna por unidade de volume

trabalho de compressao por unidade de tempo por unidade
de volume (trabalho reversivel do tipo “p dv”)

—p P = {

taxa de fornecimento de energia por unidade de volume
devido a “dissipacdo viscosa” (i.e., conversdo de energia
mecanica em energia interna)

I

D:

—divq = taxa de fornecimento de calor por unidade de volume

p() = taxade calor gerado por unidade de volume
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Segunda Lei da Termodinamica

A taxa de variacdo de entropia de um elemento material é:

DS DS, DS,

Dt Dt Dt

onde:
S = / psdv = entropia do material em v
v
§ = entropia por unidade de massa
DD% = taxa de variacdo da entropia devido a intera¢do com a vizinhanca
%Sti = taxa de variacdo da entropia devido a irreversibilidades internas

A variagdo de entropiaem v(t) devido a interagdo com a vizinhanga resulta da transferéncia
de calor para v(t) através de S(t) . Entdo:

DS, 7
¢ = / —n. 4 ds T = temperatura absoluta

A taxa de producido de entropia pode ser escrita como:

DS, . .
Dtl =9; = /vp s; dv que é sempre > (

entdo, a segunda lei fornece:

D (3§ :
— psdv = / T <> ds + / p 8; dv
Dt [y S(t) T u(t)
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Aplicando o teorema de transporte de Reynolds e o teorema da divergéncia no primeiro e no
segundo termos, respectivamente, da equagdo acima, obtemos:

Ds . q .
pdv—i—/ dwdv:/ p s;dv >0
/v(t) Dt oty T w(t)

para um volume genérico:

—

D .
pﬁi—l-div%:psiZO (%)

tome a equacao da energia (sem o termo de geracao):

pPe = —divg - ppiD%ép) + D:7

P [% + piD%{p)] = —divg+ 5:7’

da equacdo de Gibbs: T'ds = de + pd(1/p)

ou:
Ds _ D D(/p)
Dt~ Dt P Dt
substituindo:
D S
pTFj = —divg+ D:T
ou:
Ds _ lawg+ X D7
P Dt ¥ T T
substituindo em ()
divg + L D:7 +divk 5> 0
—= — D:T = = p 3
Fdivd + = o = psi2

mas, olhando para a soma de dois dos termos acima, temos:

wd _Lgivg = O (4) _ 1 (%%
divy —pdivg = 5 (%) T<8xj
— _goor 4 1945 _ 194
- T2 Oz; T Ox; T Ox;
q oT

T T2 Oz,
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entao: _
. 7.VT D:T
A’ N—— ——
B C
onde:

A = taxa de producdo interna de entropia por unidade de volume
B = taxa de produgdo de entropia por unidade de volume devido a conducdo de calor

C = taxa de produgdo de entropia por unidade de volume devido a efeitos viscosos

6.1 Resumo

Até agora temos:

conservagdo de massa — 1 equagdo

conservacdo da quantidade
de movimento linear — 3 equagdes
(eq. de Cauchy)

conservagdo de energia — 1 equagdo

equagdo de estado

F(p,p,T) =0

— 1 equagdo

energia

— I equacgdo
e=e(p,p) ‘

Total: 7 equacdes

Como incognitas temos:

p . p . @ , e , ¢, T , 7T
1 +1 4+ 3 +1 4+ 3 + 1 + 6 = 16incognitas!

Se pudermos relacionar ¢ com T e 7T com # (por meio das equacdes constitutivas),
teremos 7 equacdes e 7 incognitas.

Note que, para problemas onde efeitos de conducio de calor e viscosidade podem ser des-

prezados (ou seja: ¢ = 0, 7=0 ), o sistema acima tem solugdo.



Capitulo 7

Equacoes Constitutivas

Até agora, as equacdes bdsicas que derivamos independem do meio deformdvel conside-
rado. Vamos particularizar estas equacdes para uma classe de meios deformaveis através do
“postulado” de certas relacdes entre tensdo e taxa de deformacao e fluxo de calor e gradiente
de temperatura (equacdes constitutivas).

Na teoria cinética dos gases € possivel obter estas relagdes para gases monoatdmicos.
Para meios mais complexos, é necessdrio postular-se as equacdes constitutivas e, baseado
em comparagdes com experiéncias, decidir se as relagdes postuladas modelam bem (ou ndo)
o escoamento do fluido.

Stokes fez os seguintes postulados com relagdo a fluidos:

1. o tensor das tensdes é uma fungdo continua do tensor de deformacdo D e ndo
depende de outras quantidades cinemdticas (vorticidade, por exemplo).

2. arelagdo entre ; e 1:) ndo depende da posicdo no meio.

3. fluidos sdo isotrépicos, i.e., a relacdo entre 7" ¢ D € a mesma ndo importando o
sistema de coordenadas que usamos para descrever 0 movimento.

4. se 1:) = 6 entao 1:“ = —p ? (fluido em repouso).

Um fluido satisfazendo estas condi¢des é chamado de fluido de Stokes.

Pode ser mostrado que a equacio constitutiva toma a seguinte forma:

+ 7y l:) . l:) (Serrin, Handbuch der Physik, VIII/1, p.280)

N
I
o)
~
S

+ 0
Neste curso ndo vamos considerar uma classe de fluidos tdo geral como os fluidos de Stokes.
Vamos analisar uma sub-classe dos fluidos de Stokes chamada “fluidos Newtonianos”.

Para fluidos Newtonianos, o tensor das tensdes € uma fun¢ao linear do tensor deformacgao

D . Muitos fluidos encontrados sdo bem modelados por esta relago.
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Uma hipétese andloga € feita em relacdo ao fluxo de calor. Assumimos que ¢ € uma fungfo
linear de VT'. Também para o fluxo de massa, assumimos uma func¢@o linear do gradiente
de concentra¢do VC.

Entao:

T =T (D) (fungdo linear)
qg = q (ﬁT) (fungdo linear)
E conveniente separar o tensor das tensdes viscosas do tensor das tensdes, ou seja:

Tij = —poij + Tij com ?:?(B) (fungdo linear)

A funcio linear mais geral 7 (D) é a da forma:
Tij = Mijkl Dyt

onde cada componente de T pode depender linearmente de todas as nove componentes de

D . Ou seja, teremos 81 coeficientes. Estes nimeros serdo reduzidos para 2 através do
uso das hipéteses de Stokes.

De maneira andloga para o fluxo de calor: ¢; = k;; 9; T. Ou seja, teremos 9 coeficientes
que serdo reduzidos para apenas 1.

Note que ja satisfizemos 3 das hip6teses de Stokes:
e arelagcdo ndo depende da posigao (explicitamente)

e arelacdo ndo depende de outras quantidades cinematicas

~l

® se 1:):6, entao 1:“: —p

Ainda precisamos satisfazer a condi¢cdo de isotropia. Isto vai reduzir os 81 coeficientes
para 2.

Precisamos de:

Mijkl — tensor de 4% ordem e isotrdpico
ki;  —— tensor de 2% ordem e isotrépico

Precisamos saber como achar o tensor isotrépico mais geral de uma dada ordem (formas
invariantes multilineares).
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Obtemos que:

e o tensor isotrépico mais geral de 2% ordem é um mdltiplo de J;;, ou seja,
k;ij =~y d;;. Escolhendo v = —k temos:

kij = —k 5ij

Assim:
q; = *kijajT = —k:éijajT = *k‘alT

ou:
qg = —kVT (Lei de Fourier)

e 0 tensor isotropico mais geral de 4% ordem ¢é da forma:
Mijkl = 030 + B0 dj + 700k
aplicando esta relacdo, a equagdo constitutiva fica:
Tij = Mgkt D = (a4 0k + B0k 05t + 70 djk) Dy
Tij = «dij Dy + BDi; + v Dy
sabemos que D;; € simétrico e que Dy = div @, entdo:
Tij = adidivid + (8 + ) Dyj
por tradicdo, fazemos o = A e B+ v = 2u. Entdo:
Tij = ANojjdivi + 2uD;;

onde:
A = segundo coeficiente de viscosidade

W = viscosidade dindmica
O tensor das tensdes pode entdo ser escrito como:
Tij = —p5ij + )‘&J divu + 2/,LDij

(equagdo constitutiva para fluido Newtoniano)
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7.1 Algumas Consideracoes sobre i, \ ek

Tinhamos que:
. 7.VT D:
p Si= — a 7— + >0
T T
Obs: de acordo com a segunda lei da termodindmica, o escoamento sé existe se satisfizer
esta restri¢do.

Os dois termos da equagdo acima sdo independentes, ou seja, pode-se ter tanto um escoa-
mento isotérmico quanto um fluido em repouso aquecido, entdo, vamos obrigar:

Sl
'\1'\\

. VT
B
usando que: ¢ = —kVT teremos:

VT.VT  k|VT|?
b =~ =20

T2
entdo: k > 0 porque WTF"; > 0.

Concluimos, entdo, que a condutividade térmica € positiva.

Al
Rl

A segunda desigualdade obriga que: T >0

ol
:II
1

= ADji Dy + 2p Dy Dy
= A (D + Do + Ds3)® +
+2p (D3 + D3y + D35 + 2Dfy + 2D%; + 2D3;) > 0 (*)
(para todos os escoamentos possiveis)

Note que os termos entre parénteses sdo positivos. Isso poderia nos levar a concluir que
A>0 e p > 0. Isto é muito restritivo.

Considere um escoamento caracterizado por uma expansdo volumétrica pura, onde:
D1y =Dy = D33 =a € Dig=D13=D23=0

Substituindo os valores acima na expressdo () , temos:

2
A(3a)? + 2u(3a%) >0 = Atgpz0
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ouseja: A > —% w. Entdo, vemos que para este escoamento, mesmo utilizando p > 0,
A pode ser negativo. Este resultado sugere escrever a desigualdade acima da forma:

(A + 24) (D11 + Dy + Ds3)? +
+ 24 [(D1y — D2)? + (D11 — Ds3)* + (Do — D33)2} +
+4pu (Diy + DYy + Di5) = 0

Lembre que todo tensor de 2% ordem simétrico permite pelo menos um conjunto de eixos
principais no qual o tensor ¢é diagonal. Entdo, neste sistema, a desigualdade acima pode ser
escrita como:

2
(A + %“) (D{y + Dgy + D33)" +

2 2 2
+ %M (D{; — Dgy)” + (D{; — D33)” + (Dgy — D33) > 0

Podemos ver agora que, para qualquer escoamento possivel:

2
At gn20 e p=0

Comentarios sobre i, \+ % 1 e p nas Equacoes Constitutivas

(a) Viscosidade dinamica

O parametro g na equacgdo constitutiva € denominado viscosidade dindmica. Vamos
mostrar que p estd associado com o coeficiente de viscosidade da lei de Newton.

Da lei de Newton para viscosidade: 7 = pu g—;‘

Considere o escoamento de cisalhamento puro: = u(y), v =0, w=0:

Quemé 7;; = Ad;jjdivi + 2uD;; 7 mas diviu =0, (fluido incompressivel)
1 811,2 ou;
= 2u D Dy — = J
K G A (axj " 8%)

S6 sobram os termos:
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y
|,/ u=uly)
u
entdo:
S @ Lei de Newton para viscosidade
12 =K oy (defini¢do de viscosidade)

(b) Viscosidade global (‘“bulk viscosity”)

A combinagdo \ + %,u € chamada viscosidade global e representada por: (3
entio:

)\:ﬁ—gﬂ

logo:
2 -
Tij = (ﬁ — 3M> 0ij divi + 2 D;j

Observe que a soma dos componentes normais do tensor das tensdes viscosas niao € nula
para escoamentos em que div i # 0, ou seja:
— 2 oy 7
Ti = 3 (ﬁ — gﬂ) divid + 2u Dy
o 2 . P
= 3(5 — gM) divt + 2pdiva
= 30divu

Entdo, este termo ird se somar ao termo —pd;; do tensor das tensdes, mostrando que,
para escoamentos viscosos de fluidos compressiveis, as forg¢as viscosas contribuem para as
tensdes normais sobre um elemento de fluido de uma quantidade proporcional a div .

Notas:
e 4, e [ sdo propriedades que ndo podem ser obtidas da teoria do continuo

e ateoria cinética dos gases preve viscosidade global igual a zero para gases monoatomi-
COS.
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e Stokes assumiu § = 0 para todos os gases. Por muitos anos néo houve contradi¢io
experimental deste fato, pois na maioria das situagdes préticas produziveis em labo-
ratério, o termo div i € pequeno.

Sabe-se hoje que esta hipdtese ndo é verdadeira (s6 para casos onde se tem ondas de choque
fortes ou ondas provenientes de explosdes). Desta forma, para a grande maioria das apli-
cacdes, a hipétese de Stokes, que assume [ = 0, introduz erro pequeno.

(c) O parametro ““p” (ver Batchelor, pag. 141)

Para interpretar o significado do pardmetro p , examinaremos o tensor das tensdes para um
fluido Newtoniano:

T, = _pdij + Ty = —p(sz‘j + /\(Sij divid + 2,uDZ-j

considere a soma das tensdes normais:

2
Ty = —3p + 3 (/\ + 3,u> divii = —3p + 308divu

definindo a “tensdo normal média” como:

1 Ty + Too + 133
gTii = 3 = —Dp

entao:
p—p = Bdivi

Para fluidos em repouso ( div @ = 0 ), o pardmetro p € numericamente igual ao oposto (ou
simétrico) da tensdo normal média. Em um fluido compressivel em repouso, esta pressao é
denominada “pressdo termodindmica”. Entdo, para fluidos em repouso, a pressao termodi-
namica € igual ao oposto da tensdo normal média.

Para fluidos em movimento, a pressdo sé € igual a tensdo normal média se 3 = 0 ou
divi = 0.

6 =0 — para gases monoatomicos
Como vimos:
divi = 0 — para fluidos incompressiveis

A hipétese de Stokes (i.e., 3 = 0 para todos os escoamentos), ¢ equivalente a dizer que
p= —% T;; para todos os escoamentos.
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Equacoes Governando o Escoamento
de Fluidos Newtonianos

(a) Conservacao de Massa

dp -
— V. ) = 0
5 T V- (pd)

(b) Conservacao da Quantidade de Movimento Linear

A equacdo de conservagdo da quantidade de movimento linear, juntamente com a equagio
constitutiva para fluidos Newtonianos, fornece a “Equacdo de Navier-Stokes”.

Conservacao da quantidade de movimento linear:

D

mas: _ _ — =
T= —pl +X1T divd + 2u D
ou:
Tij = —pdij + )\513 divu + Q,UDij
logo:
div T = éi50-. (& Tjkex)

= % (—p5jk + )\5]]??3(;7: -+ QMDjk> ék

_ ¢) 0 Oum, 0 ~
= [F2 + 2 (08m) + 2 eubw] &
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entao temos:

Oy, Oup __Op 9 _2N\ouw| 9 |
Pt TP, T 8x1€+8xk[<ﬂ 3’“‘) oz, | T o, BHD) P Tk

(Equagdo de Navier-Stokes)

ou na forma vetorial:

Dy

S o - 2 - . =
P i = pf —Vp + V [(ﬁ — 3,u) dwu} + dw [2,uD}

para 0 e p independentes da posigao:

= 2 P _ 2 = = =\ 2 Aup,
V(8= 3n)divit] = (8- 3u)V (V@) = (8 - 3n) 525
€
div [2u f)} = 2udiv D= 252
. ) 1 Ou;j Ouy, o 0%u; 92
\ = Qﬂﬁj[i(ﬁJF%” —N[axjafv + ;05
entao:

- 2 = 1 0%u; 0%y,
2 L |2 _ 1 j
\% [(ﬁ 3u> dwu} + div [ ! D} <[3 + 3u> O, 0y + 'u(?xj(?:rj
finalmente:

Du

_ P LYe (v &z 2
pm—pf—Vp+<ﬁ+u>V(V.u)+MVu

3

(fluido Newtoniano com (3 e | constantes)

Para fluido incompressivel, i.e., V.4 = 0, temos:

Du

- = ‘)__’ 2>
P pf — Vp+ uVu

(c) Equacao da Energia para Fluido Newtoniano

Partindo de: D D1
pﬁi — _divg - pp (1/p)
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usando para fluido Newtoniano:

6 8 1 6uj 8ul
Tij _)\5”(9 + 2p Dy —)‘5wa +2'u2<8$¢ + ax])

otermo T;; D;; pode ser escrito como:

s T Ouyg Ou; Ju; 1 Ou; Ou,;
TZJDZJ - [)\5@]833;@ ,U,< 7 T 6x;>} {5(84 + ale)}
2
_ 1 8uk au] 1 8uk ou; 8”] ou;
-2 )\513 oz Ox; + 2 )\513 OJxy, Ox; + 2 H + Ox;
2 2
_ Ouy, 1 Ou Ju;
= /\(m) +§M<Bzi+8m;)

portanto, a equacdo da energia fica:

De , D (1/p) up\® 1 ou; du; \
— = —divd — 2 == s J
p Dt wa PP Dt + oxy + o0x; * al‘j @
¢ = fungdo dissipagdo viscosa
usando ¢= —k VT , temos:
De = o
o = div (k‘VT) — pdivid + ¢ + pQ
Normalmente escrevemos a equagdo da energia em termos de temperatura:
_ 0 o)
de = 87'161 v dl’ + é%}‘T
e = e¢(T,v) = (*)
de = cdT + &E|,

da equacdo de Gibbs: T'ds = de + pdv ou de = T'ds — pdv

diferenciando com relacdo a v , mantido 7' = const., temos:

0
G| _p 951
ov|p ov|p
das relagdes de Maxwell: gf} ’ T = g—;
v
entao: 5 5
ol _pop|
ov | or |,
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&
ov

dp
dv =T ==| dv — pd
Tv T v pdv

v

combinando a expressdo acima com a equagdo () :

B
de = codT + T 22| qv — pdv

oT'|,
ou:
De DT+T8p Dv Dv
e il e e
Dt~ “ Dt or|, bt ~ 't

substituindo na equagdo da energia:

Op| Dv Dv

DT -
— T =| — — —:d'(k:T)—d'*
peoppr P aT|. Dt PP oy w (kV pdivi + ¢ + pQ

mas, da equacao da continuidade: divd = p%t’. Logo:

T Op| Dv Dv - Dv

— T —| — — — = di (k T ) — —
pevpr Y PT Gp| pe PP = W RVT) mep Ty 0+ 00
DT - op| Dv
— = div (kVT) - pT 2] =
T w P aTth+¢+pQ
. Op| oT| Qv| _ _
sabemos que: 55 , ovlp |, = 1
entao:
opp _ b
ar|,  or| o
ovlp Op|p

mas

1 Ov ov o . .

K=--— —| = —Kw (fator de compressibilidade isotérmica)

v Op|p op|p

e:
. 1 ov oT 1 ' ,
6" = — = —| = (coeficiente de expansdo volumétrica)
v OT » ov » G*v
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entao:

9p -1 _F

or|, = L (kv K
a equacao da energia fica:

DT . Dv 3*
T div (k:VT) —pﬁETﬁ-qf)ﬂLpQ

finalmente: DT g
Exercicio:

Deduzir a forma ¢, da equagdo da energia:

DT - D
pep o = div <kVT) + 5*TF§ + 6+ pQ

Notas:

As equagdes que descrevemos formam um sistema de 6 equagdes (1 da continuidade +
3 da equacdo do momento linear + 1 da energia + 1 da equagdo de estado) para 6
incégnitas (3 da velocidade + 1 da pressdo + 1 da densidade + 1 da temperatura).

Os parametros 3, i e k sfo conhecidos de dados experimentais, podendo ser constantes
ou funcdes especificadas da temperatura (e/ou da pressao).

Normalmente modelos simplificados de fluidos sdo introduzidos. Por exemplo, se p ¢é
considerado constante as equacdes de continuidade e momento linear tornam-se mais sim-
ples. No entanto, a maior simplificagdo vem do fato de que a equacdo da energia fica mate-
maticamente desacoplada das outras equacdes (se 3 e p forem constantes).

Desta forma, continuidade e Navier-Stokes fornecem 4 equagdes para 4 incognitas
(@ e p)que podem ser determinadas sem referéncia a equag@o da energia. Com o campo
de velocidade podemos entdo determinar o campo de temperatura.

As equacdes de Navier-Stokes sdo, matematicamente, um conjunto de 3 equagdes
diferenciais parciais elipticas de 22 ordem. As condi¢des de contorno apropriadas, fisi-
camente, requerem a especificacdo da velocidade em todas as fronteiras. A hipdtese do
continuo admite a condi¢@o de ndo deslizamento entre fluido e sdlido. Para escoamentos de-
pendentes do tempo, a distribui¢do espacial de todas as varidveis que apresentem derivadas
temporais na equacio deve ser especificada em ¢ = 0 . Quando a equagdo da energia é
resolvida, fluxo de calor ou temperatura nas fronteiras so necessarios.

Os escoamentos de fluidos incompressiveis podem ser analisados considerando a distri-
buicdo de vorticidade em vez da distribui¢do de velocidade.
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8.1 Derivacao da Equacao da Vorticidade

Seja um escoamento de fluido incompressivel sem forca de corpo:

ot - 1>
— 4+ @.Vd = —-Vp + vV
ot P
onde: v = L e viscosidade cinemdtica
p
usando: .V = %ﬁw’ U — U x W
temos:
ou 1= 1 -
— + =V|@.14 — ixd = —=Vp + vV3a
ou ainda:
o = (p , ldf? 2
— —Uxw = -V | = — vVau
ot <p * 2 *

tomando o rotacional da equacdo acima (e lembrando que o rotacional do gradiente € igual
a zero), obtemos:

%‘; — Vx(ix@) = vV xVi

desenvolvendo o termo V x V24 obtemos:

22 _ 5 0 5. 0 5 0 5 — 5. 0 Pum_ 5
V xVu = €i g7 X (e] 8xj'ekazk“mem) = &5, X (&Ekaxk em>

i 2 P
= Crim 3z, drpdxy, T

- 52 3um R
Ox 01k €rim 0, Er
———

=Vxid =1
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e, agora, o termo: 'V X (@ X ) :
0

6X(’LT><U7) = eiaxix(éjujxékwk) = éia%ix(erjkujwkér)

= €mir€rjkaixi (ujwg) ém = [0mj it — Omk 0ij ] 8%1- (ujwg) ém

o) o) 5

m m m
6‘mk a.rk 8.%']' J 83:j
= @divid + 0. VI — Wdivid — @+ V@

=  ddivig +4.Vi — W div — 7.V
~—— ~——
=0 (divrotd) =0 (incompressivel)
a equacdo fica:
ow =L = S
— 4+ @.V¥ — @.Vi = vV@
ot
mas: o D
w I w
- N = —
ot Dt

finalmente, a equacio da vorticidade pode ser expressa por':

D -
— = _ @.vVa V2@
Dt w U + v w
B C
A

onde:
A = conveccdo de vorticidade
B = elongacdo de vortices

C = difusdo de vorticidade

Notar que, para escoamento 2D, o vetor W s tem componente fora do plano de escoa-
mento. Assim, w.V4 = 0. Entdo:

Dw
Dt

! A vantagem de se utilizar a equacdo da vorticidade é que a presséo é eliminada.

= vV2@




Capitulo 9

Modelos para Escoamentos Reais

Ao se considerar situagdes reais, diversos modelos podem ser adotados para simplificar as
equagdes que governam o movimento do fluido.

(1) Restricoes quanto ao movimento do fluido:

<l

e isocorico U =0

=
irrotacional = W Vxu =20
=

p(p)

barotrépico P

o axissimétrico

(2) Simplificac6es das equacoes do movimento:

e escoamentos em regime permanente = % =0
e escoamentos a baixas velocidades = Ud.Vi 20

(neste caso, a equagdo de Navier-Stokes se torna linear)
e escoamentos na camada limite

(3) Simplificacdo quanto ao fluido:
e incompressivel = V.i=0
e fluido perfeito = u=0 = f: —p?
e gds ideal = p = pRT
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9.1 Fluido Perfeito

Sao fluidos que escoam sem efeitos de viscosidade ou de conducdo de calor (ou quando
esses efeitos sdo despreziveis em relacdo a outros).

Com =0, k=0 e B =0, as equagdes de conservagido ficam:

% + pdivii = 0 = continuidade

— — =

p% = pf — Vp = equacio de Euler

% =0 = entropia constante seguindo o movimento (isoentropico)

F(p,p,T) =0 = equagio de estado

As condi¢des de contorno para o escoamento de um fluido perfeito devem ser alteradas para:

.V = 1 Vipeie (para superficies solidas)

A condicdo Vieemia = 0 fol abandonada pois a ordem da equagao diferencial foi rebaixada
com p = 0.

O modelo fluido perfeito € bom para escoamentos reais em regides onde gradientes de ve-
locidade e temperatura sdo pequenos. Por exemplo, escoamento fora da camada limite (a
teoria de fluido ideal fornece a distribui¢do de pressao a ser imposta na camada limite).

9.2 Escoamentos Barotropicos de Fluidos Perfeitos

Uma categoria importante de escoamentos de fluidos perfeitos € a dos escoamentos barotrépi-
cos nos quais p = p(p) e as forgas de corpo sdo conservativas, ou seja:

- — —

Vxf =20 ou f = VG
onde G ¢ uma fung¢do potencial associada as forgas de corpo.
Para estes escoamentos, a equacdo de movimento fica:

Dii I
Ppg = P4~

ou: a=VG - —Vp
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Queremos escrever %6}) como 6(73)

d
Definimos P = /p jaque p=p(p)
p

logo:
d, - d
ip = 2 = iz.vp = L
P p
mas: S
- d
dp = di.Vp ou W _ gz VP
p P
ainda: . -
. 5P = di. YP ou iz [vp - Y2 =g
P P
entdo: .
- \Y
vp = L
p
A equagdo fica:
S _ 3 = Y dp
a=VG - VP =V |G - "

vemos que, para escoamentos barotrépicos de fluidos perfeitos, o campo de aceleragdes é
conservativo, ou seja:

ﬁx(i:rotgrad <G— /dp) =0

Escrevendo a equac¢do do movimento:

ou L e, S dp
at—&-u.Vu-V(G—/p)

usando a identidade: @.V@ = %ﬁ (W.@) — ux Vxu
~——

ot 12 - d
;:—FQV(E.U)—EXJ)':V(G—/;)

portanto, a expressdo do escoamento barotropico de fluido perfeito fica:

o . = dp  |ul?
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Se o escoamento for irrotacional, w = 0, e existe um potencial tal que « = V¢
(foi provado na revisao inicial do curso), entdo:

.06 o dp  af?
vat_v<G /p 5

entao:

(Escoamento de Bernoulli)

esta equacgdo pode ser integrada, obtendo-se:

d i 0
G — /5 — |u2| — a—f = f(t) (fungédo do tempo somente)
se a forca de corpo é gravitacional: f = —gE e G=—gz,com p = const., temos:
p la? | 99
- — — —f(t) =F(t
gz + 2+ L+ 52 = —jay=Fr)

se 0 escoamento se dd em regime permanente:

—2
U
gz + p + u = constante (em todo o dominio)

2

A equagdo para escoamento barotrépico de fluido perfeito pode ser integrada sem que seja
imposta a condi¢do de irrotacionalidade:

o7 . o dp  |a?

g
i

defina § = (um vetor unitdrio ao longo de uma linha de corrente):

mas @ é perpendiculara @ X @ ,entdo §. (@ x @) = 0. Entdo, temos:

T dp |uf?
s.at—s.V<G—/p— 5

mas, usando a relacio % = 6111 . § (definicdo de gradiente) e considerando um escoa-

mento em regime permanente (ou seja, % = 0) podemos escrever:

a @ ]ﬁ‘Q __ constante ao longo de
p 2 uma linha de corrente
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9.3 Escoamentos Potenciais

Vimos que, para escoamento barotrépico, irrotacional, isocérico de um fluido perfeito, a
velocidade € dada por:

i = Vo
onde ¢ € o potencial de velocidade.

A equagdo da continuidade fornece:

—

V.ii=0 = V.Vé¢ = V% =0

ou seja, o potencial de velocidade satisfaz a equacdo de Laplace. Assim, qualquer solugdo
para esta equagdo representa uma solug¢@o para um escoamento em regime permanente, in-
compressivel e irrotacional.

Portanto, nosso problema se resume a resolugéo de:

V3 = 0
com as condicdes de contorno:
0p/0x
— velocidade conhecida “ao longe” D¢/ dy
0¢/0z
0¢/On = 0

—velocidade nula nas superficies solidas
(onde 1 é o vetor normal a superficie)
As vantagens desta alternativa sdo:
e acquacdo de Laplace é mais simples de ser resolvida
e ¢ uma equacio linear
e pode-se usar a superposi¢cdo de solugdes

Uma vez determinado o campo de velocidades, o campo de pressao € obtido pela equacdo
de Euler (ou pela de Bernoulli).
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9.4 Escoamentos Potenciais Bi-dimensionais

Nesta sub-categoria de escoamentos potenciais podemos simplificar mais ainda o nosso
problema. Na realidade, como serd mostrado, ndo serd necessario resolver qualquer equacio
diferencial. Isto é conseguido através do uso da “teoria de varidveis complexas”.

Para escoamentos 2D, podemos definir a fungdo de corrente como:

0 . . ~ ..
u = 8715 satisfaz automaticamente a equacdo da continuidade
v o= — gi W é vdlida para escoamentos 2D, rotacionais ou irrotacionais
X

Em duas dimensdes, a condi¢do de irrotacionalidade, V x 4 = 0, se reduz a:

S0 0w
YT o oy

ou seja:

0% 0% _

o2 T g 70

Obs: a funcdo de corrente satisfaz a equacio de Laplace (V21) = 0).

Propriedades da func¢io de corrente:
(1) linhas de % = const sdo linhas de corrente
(2) o — 11 = vazdo volumétrica

(3) ¥ =const e ¢ = const sdo ortogonais

Obs: Depois provaremos estes resultados.

9.5 Potenciais Complexos e Velocidade Complexa

Os componentes da velocidade podem ser expressos em temos de ¢ e 1

_ 9 _ v 90 _ 0¥
Oox dy dy Ox
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ou seja, ¢ e 1 estdo relacionados por:

9 _ O
or oy
9¢ _ _90
ody ox

as igualdades acima representam as equagdes de “Cauchy-Riemam” para as funcdes ¢ e
1 (ver, por exemplo, Sokolnikoff, 2% ed. pdg.540)

Agora, considere o potencial complexo dado por:

F(z) = ¢(z,y) + itp(x,y) onde z = x + iy

Se F(z) & uma fun¢do analitica, ¢ e 1 automaticamente satisfazem as equagdes de
Cauchy-Riemam (a teoria de varidveis complexas garante). Desta forma, para toda fungdo
analitica F'(z), a parte real e imagindria representam potenciais de velocidade e fungdo de
corrente, respectivamente.

Este resultado serd usado para construir solugdes de escoamentos potenciais 2D. O método
é descrito a seguir:

tome uma fungdo F'(z), analitica

iguale a parte real a ¢ e aimagindriaa v

a teoria de varidveis complexas garante que V2¢ =0 e V21 = 0, como desejamos

o escoamento correspondente pode ser analisado pelas linhas de corrente 1) = const.
. ~ . L= Y W

os componentes da velocidade sdo obtidos de & = V¢ ou u = oy € V= oy

o campo de pressdo € obtido da equagdo de Euler (ou da equacio de Bernoulli)

A desvantagem deste método € que ele € inverso, i.e., o problema é primeiro resolvido para
depois sabermos a qual problema fisico ele corresponde.

As vantagens sdo: {

—ndo resolve a equacgdo de Laplace
— usa uma teoria ja desenvolvida de varidveis complexas

Velocidade Complexa

Considere a fungdo W(z) dada por:

dF
W(Z)ZE, z =z + iy
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OF _dF9: _dF 4P _OF
or  dz 0xr  dz dz  Ox
ou também:
OF _dro: _ dF  _ dF _ _OF
dy  dz 0y  dz dz dy
logo:

P _oF oo v
W(Z)_E_ﬁx_am—’_lax_u v

E
dz

(esta equagdo é uma boa alternativa para i = 6(15 no cdlculo da velocidade)

também:

_aF _ OF _ 0¢ O
W(z)_dz_ z8y_ Zay oy

u — v

W (z) € denominada velocidade complexa.

Note que:! WW = (u — iv) (u + iv) = v? + v? = €. 4

Expressao para a Velocidade Complexa em Coordenadas Cilindricas

Yy
v
u X
u = uypcos(d) — ugsen(h)
da figura:
v = uysen(d) + ugcos(h)
substituindoem W(z) = € = 4 — v, temos:
W = [urcos(f) — ugsen(d)] — i [u,sen(f) + wugcos(d)]
= wu, [cos(f) — isen(f)] — iup [cos(d) — isen(f)]

YW éo conjugado complexo de W, ouseja,se: W = u — iv = W = u + iv.

107
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ou seja:

W = (u, — iug) e’ usando e~ = cos(#) — isen(h)

Vamos voltar e demonstrar as propriedades da funcio de corrente:

(1) linhas de i = const sdo linhas de corrente do escoamento:

=) = Gde Gy
alinhade v = const € dada por:

dp =0 = gfdx + gjdy = —vdxr + udy
logo: % . = =, que € apropria defini¢do de linha de corrente.

(2) A diferenga 12 —1); entre duas linhas de corrente fornece a vazao que escoa entre estas
linhas.

v,
B Wi
A
n
T

AB: superficie de controle
unindo p; e W,

ds

a vazdo de fluido entre as linhas 7 e o é:
B
dy - dzr -
Q:/ u.nds onde ﬁ:fyi——mj
A ds ds

ou seja:

Q = /AB (ui—kvj)(dy%—dxj) :/ABudy—/ABvdx

B

- / B = 5 — 4 = o — U

A
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(3) As linhas de corrente 1 = const s@o normais as linhas equipotenciais ¢ = const .

dr + a—qsaly = udzr + vdy

d¢ ox oy

alinhade ¢ = const € dada por:

d -1
0 = uder + vdy — ﬁ :_Z:d
¢ dgw
entdo: ¢ 1

Escoamentos Representados por Funcbes Analiticas Simples

Escoamento Uniforme

Considere F'(z) = Uz onde U ¢éuma constante real:
) dF _ u =U
W(z)—u—zv—E—U entao: {sz

0 escoamento € da forma:

Considere agora F(z) = —iUz (o sinal negativo é para fazer a velocidade positiva
quando U > 0):

dF =
W(z) = Pl —iU entdo: { Z _ [0]
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Considere F(z) = Ue %2 onde U e 6 sdo nimeros reais:
_ar —i0 _ < . u = Ucos(h)
Wi(z) = = = Ue = U [cos(0) — isen(0)] entdo: { v = Usen(d)

K

Fontes, Sumidouros e Vortices

Considere o potencial complexo F(z) = clin(z), para c real:

z =z + 1y = re (considere somente a parte principal 0 < 6 < 27)

F(z) = cin(r)et? = cin(r) + ich entdo: ¢ = cln(r) e = cf

ou seja, as equipotenciais sdo circulos (r = const.) e as linhas de corrente sdo raios
(0 = const.)

linha de corrente

ar C _ ¢ o
dz z r
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comparando com W = (u, — iug) e *? temos:

Up = — e ug = 0
Obs: a magnitude cai com o raio. A origem é um ponto singular.

O volume cruzando cada circulo € constante, ou seja:

volume saindo da fonte
(unid. de tempo) x (unid. de profundidade)

27 27
= / u,rdf = / cdd = 2me
0 0

substituindo ¢ = =, temos o potencial para uma fonte de intensidade m :

m

F(z) = % In(z)

para uma singularidade localizada no ponto z = zq :

F(z) = %ln(z — 2p)

Obs: Para um sumidouro, basta fazer m « —m.

Fazendo-se a constante no potencial ser imagindria:

F(z) = —iclin(z) (o sinal negativo é apenas por conveniéncia)

F(z) = —icln (rew) = cl — icln(r)

entao:
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O campo de velocidade é calculado por:

. C .C _
W(z) = —i— = —i—e !
z r
comparando com W = (u, — iug) e *? vemos que:
c
ur = 0 e ug = —
,

Obs: a dire¢do do escoamento é positiva para ¢ > 0.

O vértice € caracterizado por sua intensidade, medida pela circulacdo I', ou seja:

27 21
F:%U.dﬁz/ uerdﬁz/ cdd = 27e
0 0

usando: ¢ = % teremos o potencial para um vértice de circulagdo I':
F(z) = —ioIn(z - 2)
Z2) = —1— In(z — %
27 0

Neste escoamento, denominado vértice livre, a circulag@o e vorticidade estdo concentradas
em 2z = zg. A circulagdo ao longo de qualquer contorno que ndo inclua o ponto de singu-
laridade z = 2y serd zero, portanto, o escoamento € irrotacional.

Combinacao Fonte-Sumidouro (Dipolo)

Considere fonte e sumidouro separados pela distancia 2e¢ :

~ @3
®

o potencial complexo é dado por:

F(z) = gxin(z + € — 5= In(z — ¢

_ m Z+€ _ m 1+E/Z
- 2 ln(z—e) - 2 lnlfe/z
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fazendo € pequeno, teremos o dipolo. Se € € pequeno, podemos escrever:

x? z3

1 =z - =+ T
Inl+z) =« 2+3+

logo:

Fo - o o(2)]

fazendo ¢ — 0 e, a0 mesmo tempo m — oo , de modo que lim(me) = ¢ (onde
¢ = const.). O potencial complexo para o dipolo fica:

O potencial é formado por fonte e sumidouro de intensidades muito fortes, localizadas na
mesma posicao.

A velocidade € obtida por:

dF , A
W) = o = ‘,?62 - —%6_2’9 - —T% [cos(8) — isen(6)] e~
comparando:
Up = —T%COS(G) e ug = _r% sen(f)

Obs: o dipolo é usado na superposicdo de escoamentos mais complexos.

Escoamento em torno de um Cilindro Circular

Podemos usar o principio da superposi¢do (a equacdo é linear):

‘ Uz = escoamento uniforme
F(z) =Uz + —, onde:
& £ = dipolo
z

Para um determinado r = a , com a = const., temos:

F(z) = Uae? + <55 = Ua[cos(0) + isen(9)] + £ [cos(0) — isen(0)]

a

= (Ua + £)cos(d) + i (Ua — <) sen(0)



114 CAPITULO 9. MODELOS PARA ESCOAMENTOS REAIS

entao:

b = (Ua + 2) cos(6) e P = (Ua - 2) sen(6)

Para ¢ = Ua? e ¢ = 0, consequentemente, 1) = const. ao longo dareta r = a. Desta
forma, r = a € uma linha de corrente.

O potencial complexo fica sendo: F'(z) = Uz +

Também representa:

__A_
—7 N —

Exemplo: Calcular a partir do campo de velocidade e da equacdo de Bernoulli a forca
horizontal que atua na parte frontal do cilindro indicado abaixo (5 < 0 < 37”). Considerar
regime permanente.

raio do cilindro = a

Solucio:

W) = dF(z) _ 7 _ U¢212 - U - U¢212 e—2i0

= {[Ucos(@) _ Ud? 005(9)} + 4 [Usen(e) 4 Ud? sen(@)} } o0

r2 r2

temos entao:

2

a? a
u = U (1 — 2 cos(0) e u = —U (1 + 2 sen(d)
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na superficie do cilindro: u, =0 e uy = —2U sen(0)
Equagao de Bernoulli:

9¢

8t+;+ V(]ﬁVqﬁ—G F(t)

Nno NnoSsO Caso:

= = 4+ —

P w?+ui  ope U?
p 2 P 2

ou:
U? 4pU?%sen?(0 U?
p—p0=p2 STl 5 ():p2 [1 — 4sen®(0)]

entdo, a distribui¢do de pressdes na superficie do cilindro é expressa como:
U2
P — po = 7p2 [1 — 4sen®(0)]

Com a distribui¢d@o de pressdes pode-se determinar a forga na direcdo x :

O componente horizontal da for¢a, F}, é dada por:

assumindo que a pressdo atrds do
F, = — dA cos(6
v / p () cilindro seja constante e igual a pg

— _/ {po + ”2U2 [1 — 4sen®(0)] } acos(f)dd — 2apg

3m/2 3m/2 2
= _/ po acos(d)dl + / pU2 ¢ [4sen®(0) — 1] cos(6)dd — 2apy

/2 /2
= 2apg + pU;a [%sen3(9 — sen? ]‘3 ™/2 — 2apo
— pUPa (4 1 _ 4 4 1) = _pUl
- 2 (_3 +1l-3+ ) R

(o sinal negativo indica que a forca é da direita para a esquerda)
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A forga total que atua no cilindro (integracdo de 0 a 27 ) na direcio x= ¢ nula. Este € o
chamado “paradoxo de d’Alambert”. A auséncia desta forca de arraste, deve-se ao fato de
termos desprezado os efeitos viscosos.

Escoamento em torno de um Cilindro com Circulacao

Combine:

Potencial complexo: escoamento em torno do cilindro + vértice:

a? . T
F(z) =U (z + z> + z%ln(z) +c

A constante c¢ foi adicionada para que, em r = a , % continue igual a zero, como no
caso do cilindro sem rotac@o. A velocidade é a derivada de F', portanto, a contante ¢ nao
afetard a velocidade.

Para determinar ¢ de formaque ¢ =0 em r = a , faz-se:
F(z) = U (ae'? + ae ) + i%ln (ae’?) + ¢
= Ua[cos(d) + isen(d) + cos(d) — isen(d)] + i [In(a) + i6] + c

= 2Uacos(f) — &0 + igIn(a) + ¢

entao: r r
¢:2Uacos(0)—% e Y = %ln(a)—ic:O
= ¢ = —i%ln(a)
assim:
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Exercicio: Determinar os componentes u, e ug do escoamento em torno de um cilindro
com circulagdo:

u = U (1 - g—ﬁ) cos(f)

ug = —-U (1 + ;‘f—;) sen(f) — %
Na superficie do cilindro, r = a :
r
u, = 0 e ug = —2Usen() — 5
Ta

O ponto de estagnacio € aquele onde a velocidade € nula, ou seja:

T
47U a

sen (fest) =

Para I' =0, sen(fes) = O = Ocst = 0 (ou )

Esta € a situacdo do cilindro sem rotagao:

Para T' # 0, vemos que 6. depende de T'.

Considere 0 < ﬁ < 1. Neste caso, os pontos de estagnacdo ficam no terceiro e quarto
quadrantes:
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T _ _ _ 3r
Para —7~ =1 temos sen (fest) = —1 ou Oy = 5.

Para ﬁ > 1 ndo hd solugdo para sen (f.s;) > 1 . Portanto, ndo hd ponto de estagnagio
na superficie do cilindro. O ponto de estagnagao se localiza no fluido.

Notas:

1. o escoamento ¢ simétrico com relagdo a y , entdo a forga de arraste é nula.
2. o escoamento ndo é simétrico com relagdo & z , portanto, hd uma forca vertical.

3. usando-se transformacdes de coordenadas, pode-se resolver o escoamento potencial
em torno de aerofdlios.
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9.6 Solucao de Alguns Problemas Classicos

Formula de Torriceli

Equagdo de Bernoullicom G = —gz e p = const.

p | la* | 99
P el b A
gz + P + 5 + 5t (t)

Da _ DPa |U|2 _
gh+ =+ 0=" 4 5o = u=2gh
p p
Inicio do Escoamento
Py @
‘\‘ — T
\\\ ______ - X E
z) S . | h
_______________ —- - 4
[ ; @
perfil de velocidade uniforme
u=u(t) somente.
u = u(t) =7 i = Vo
gh+2 +0+ % = 042 4w 4 %
2 O\ 0
S Al AL
2
wo= 5 (b — ¢2) + gh

Como avaliar % (1 — ¢2) 7
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A velocidade ao longo de uma linha de corrente € vs = ¥.5. Mas ¥ = ﬁgb. Entdo:

Vg = ﬁqﬁé mas, da defini¢do de gradiente:
entao:  dp = Vo.dS =  d¢ = @.d5

P2 — ¢1 = /jdqbz /jﬁds*

podemos assumir que o = 0 até a entrada do tubo. Entdo:

|

I
<
-

entao:

P2 — ¢1 = ul
assim: ) 5 5
U U du
— = —— h = —0— h = —0— h
5 Ot(u£)+g Eat+g fdt+g
ou seja:
du — 2gh — u? . du _at
dt 2/ 29h — u2 2/
Solucao:
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Jato de Fluido mais Denso em Fluido menos Denso

aplicando a equacao de Bernoulli para a posi¢do x (ponto “1”), dentro do jato:

SRS

2
u j—
+ 5 —gx =
(o sinal negativo ¢ devido ao sistema de coordenadas escolhido)

ou seja:
pu
P+ 5 T PIT = pa

em um ponto a mesma profundidade que o ponto “1”, porém fora do jato:

2
U,
P, %

— gr = C2 entdo: po — pPogT = PocC2
PO 2

mas pg = p na mesma posicdo x, entdo:
pu pu?
pocz + pogr + = = pgr = pa = - = (p— p)gr = c
aplicando esta equagdo em um ponto x, bem préximo do comeco do jato de tal forma que

u1 ~ 0, temos:

c3 = — (p — po) g1, entdo:

— — (P —po)gz = —(p — po) gm1

ou:
pu

7*(P*P0)9($*1‘1):0

mas, para grandes valores de x, temos que = — x; ~ x, entdo:

2 _
u = \/ M = (formula de Torriceli modificada)
p
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Massa Aparente

Considere um cilindro imerso em um fluido com velocidade U(t). Calcule, para escoa-
mento sem viscosidade, a forca sobre o cilindro.

> 23
L
Escoamento potencial:
F(z) = Uz + U2
6 =Ur (1 + —) cos(6)
v =Ur (1 - ;‘—2) sen(0)
Obs:em r=a = ¢=2Uacos(d) e:
u = 0
2
ug = —-U (1 + f—z) sen(f) = —2U sen(d)

Pressao ao longo da superficie do cilindro:

oo

+ g g = F)

p | |aP
p 2

mas: 2¢ = 2a @ cos() e [7|> = 4U?sen(d). Logo:

p = p |F(t) — 2U%sen’(0) — 2@%005(9)

Seja F, o componente horizontal da forca que atua sobre o cilindro. Entdo:

dF, = —padfcos(h)
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consequentemente:

2m
F, = / —padfcos(d)
0

2
= p/ [ZaQCilCt]cosQ(G) + 2U%asen?(0) cos(0) — F(t)acos(d) | db
0

2m 2m
= p { 242 44 cos’(0)df + 2U%a / sen’(0) cos(8) df +
0 0

—F(t)a /027r cos(6) d9}

— o (202 %)

Ou seja:
dUu

dt
onde M’ & a massa aparente. E como se tivéssemos um cilindro de fluido com raio
r = a /2 sendo acelerado.

F, = 27d%p M' = 2mad%p

9.7 Cinematica da Vorticidade

Um escoamento € dito irrotacional se o vetor vorticidade, w = V X 4, € nulo em todo o
escoamento.

Pelo teorema de Stokes:

r — fca.diz/s(ﬁxa).ﬁdsz 0

entdo, para um escoamento irrotacional, a circulag¢do € zero ao longo de uma curva fechada.

Relembrando: vetor vorticidade é numericamente igual a 2 vezes a velocidade angular de
rotacdo de um elemento de fluido em torno do seu préprio eixo. Devemos notar que um
elemento de fluido pode percorrer uma linha de corrente circular tendo vorticidade igual a
zero. Vorticidade € proporcional a velocidade angular de rotagdo do elemento de fluido em
torno do seu eixo principal (e ndo em torno de um eixo passando por um ponto).

De maneira andloga as linhas de corrente e aos tubos de corrente, podemos definir linhas de
vorticidade e tubos de vorticidade:
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Linha de Vorticidade: sio linhas paralelas ao vetor vorticidade em qualquer ponto, i.e.:
dz -

ds

Tubo de Vorticidade: é um tubo cuja superficie longitudinal é formada por linhas de vorti-
cidade. Entdo, ndo hé fluxo de vorticidade através da superficie de um tubo de vorticidade:
w.n = 0. Um tubo de vorticidade com area de se¢do reta infinitesimal é chamado de
filamento de vorticidade.

Note-se que divwi = 0 sempre. Isto significa que ndo podem existir nem fontes e nem
sumidouros de vorticidade no fluido. Isto €, linhas de vorticidade devem formar “loops”
fechados ou terminar nas fronteiras do fluido (ex: anéis de fumaca, vortice de pia).

A intensidade de um tubo de vorticidade € definida como a circulagdo em torno de um
caminho que inclua o tubo de vorticidade.

Vamos provar que a circulacdo em torno de um tubo de vorticidade é constante em qualquer
secao:

Se nao ha fluxo de vorticidade através de S, entdo:

/ w.ds = 0
S
Usando o teorema de Stokes:

r— 7{
abcda

tomando uma superficie que inclua a tampa do tubo (drea “A”), temos:

r :/ w.d§:/w.d§+/w.d§+/lﬁ.d§
A+S+A A S A
N——

=0

)
S
Il
o

g
B

Il
o
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entdo, escrevendo esquematicamente:

T :/ +/ +/ +/ mas, no limite: / = —/
ab be cd da be da

logo:
I = / / =0 - / = / ou: Tgp = Tge
ab dc ab dc

ou seja: a circulacdo é a mesma ! Isto significa que, se a drea da secfo reta do tubo de
vorticidade aumenta, o valor médio da vorticidade naquela secdo deve diminuir.

Para o caso uni-dimensional: w1 A1 = wq Ao

Algumas situagdes préticas sdo modeladas por regides de vorticidade concentrada, tais
como: linhas de vortices em teoria de asas, camadas de cisalhamento, dentre outras.

9.8 Teorema de Kelvin para Circula¢io

Vimos que, para escoamentos barotrépicos com forgas de corpo conservativas, a aceleragao
tem um potencial, i.e.:. @ = Vo.

Teorema de Kelvin: “para escoamentos barotrépicos de um fluido perfeito com forcas de

corpo conservativas, a vorticidade de cada particula fluida serd preservada”

Ou seja: — =0

Prova:

Sejam: a

Il
<L
Q

(¢}

=

Il

~e—,

]
Q.
S
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[ Dit D
DI g b
D
_ji_Dquerﬁdﬁ} mas: dil = d7 . V@

- . . A
- 7{ Vo.di + di.i. Vil mas: i . Vi = ‘27“" — i X 0
C L
- V||
- %{Va.df—i—df. 4 —ﬁxw]}
C 2
NAITL
= 7{ Vo .dZ + df.m — dT.uxw
C 2
=0
2
= 7{ V<a + M) .d¥
C 2
P
= ?{ d<0 + ||> =0
C 2
Usando o teorema de Kelvin pode-se afirmar que:
se: W|,_, = 0  entdo: wl,_, =0

Pelo teorema de Kelvin:

I'n =1y = f ﬁ.df:y{ w.ndS = 0
C(t) S5(t)

paratodo S(t), entdo w; =0

Nota: o lado direito da equagdo correspondente ao teorema de Kelvin foi provado ser zero
devido as hipéteses feitas: fluido sem viscosidade, escoamento barotrdpico e for¢as de corpo
conservativas. Se uma dessas condi¢des for relaxada, o lado direito podera ser diferente de
zero. Ou seja, a circulag@o pode ser alterada através da acdo da viscosidade, forgas de corpo
ndo conservativas ou variagdes de densidade diferente de p = p(p).
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Podemos provar que superficies de vorticidade sdo superficies materiais se @ = Vo.

Prova:

Pelo teorema de Kelvin: T'(0) = I'(¢)

7{ i.dT = y{ U.dT = / w.ndS (usando Stokes)
o) c(0) 5(0)

Se S(0) € uma superficie de vorticidade, tem-se que: @ .7n = 0. Entdo:

j([ ﬁ.df:/ w.ndS = 0
) 5(0)

mas:

f U.dT = / w.ndS = 0 entdo: wW.n =20
c() S(t)

ou seja, a superficie S(¢) € ainda uma superficie de vorticidade (se constitui das mes-
mas particulas). Como exemplo podemos citar um anel de fumaca que mantém as mesmas
particulas até que a viscosidade possa dissipé-lo.

Podemos estender esta prova dizendo que linhas de vorticidade s@o linhas materiais, pois
correspondem a interse¢do entre duas superficies materiais:

Considere um filamento de vorticidade:
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Suponha que @ = Vo.

Usando o teorema de Stokes:

r:fﬁ.d:ﬁ:/w.ﬁwxwds (%)

C S

provamos que superficies de vorticidade sdo superficies materiais, entdo o volume dS d¢ ¢
um volume material. O produto pdS df também é constante seguindo o movimento.
Aplicando Kelvin em (%) :

DT
Dt

=0 = wdS éconstante seguindo o movimento.

mas (plc’;g% 5) também € constante seguindo o movimento. Entao:

w
< > e constante segulndo 0 movimento.

pdl

Wy w,

e ////////,H’W77 /7%/////////////




Capitulo 10

Aplicacoes

10.1 Escoamento Viscoso

Nao existem, at€é o momento, solu¢des analiticas de cardter geral para a integracdo das
equacdes de Navier-Stokes. Por esta razdo, sdo normalmente estudados casos limites para
viscosidade muito pequena e viscosidade muito elevada. Para estes casos limite as dificul-
dades matematicas sdo atenuadas. O caso de viscosidade moderada nao pode ser interpolado
entre esses limites.

Mesmo os limites de viscosidade alta e baixa apresentam dificuldades considerdveis.
Por esta razdo, o estudo de escoamentos viscosos tem sido, em grande parte, desenvolvido
experimentalmente e, mais recentemente, através de solugdes numéricas.

Antes de passarmos a solug@o das equacdes, podemos explorar algumas de suas carac-
teristicas, através de um processo de adimensionaliza¢do das equagdes. Consideremos, no
momento, fluidos incompressiveis.

Adimensionalizacdo das Equacdes Basicas

Usaremos as seguintes propriedades de referéncia para adimensionalizar as equagdes:

e comprimento de referéncia: L
e velocidade de referéncia: Uy, (v/L, no caso de convec¢ao natural)

e outras propriedades: Do, Toos Poos Hoor Koor Cpeo
As variaveis adimensionais sao:

T — T — T /I _ P~ DPx

I mi _ _u =

xi - L’ u U(x;’ Tw_Too’ p pooUgo
/ tUso I I — P ! k_ ! Cp
¢ = L > H= J p= pPoc’ kho= koo ? Cp T Cpeo
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Vamos levar estas varidveis em algumas das principais equagdes estudadas neste curso:

(a) Equacao de Conservacao de Massa

=

B
P45 (pa) = 0

ot
temos: U 9y’ .
ooLpoo ailt), + Zﬁ/ (pooUoop/ﬂ:/) -0
ou seja:
op’ -
G TV ) =0

entdo vemos que a equagdo da continuidade nfo apresenta pardmetros adimensionais.

(b) Equacao da Quantidade de Movimento Linear
(considerando fluido incompressivel, |1 = const)

ou

por + pit.Ni = —Vp + pg + uVii

sem perda de generalidade, podemos desprezar o termo p g. Este termo pode (mais tarde)
ser incorporado a parcela Vp.

assim:
Poo UgoLp/ (89?; + poop’Ugoﬁ’.%ﬁ’ﬁ’ = _Poo%ﬁlp’ + %V'Qﬁ/
o[+ 0] = 9+ ek v
p' DL = —V'p' 4+ LV

o parametro R, = p“’u@ € o niimero de Reynolds que pode ser interpretado como uma

o0
relacdo entre forgas de inércia e viscosas:

IR ou Poo U2
orcas de inércia: U5 ~ ==
f? P Oz T pooUgoLQ_pooUooL_R
Lo Use o
: . 2y o pooUso Hoo Voo Moo
forgas viscosas: Moz = T2

A teoria de modelos diz que escoamentos sobre corpos geometricamente similares terdo
linhas de corrente similares se R, for o mesmo.
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(c) Equacao da Energia
(considerando fluido incompressivel, sem fontes)

DT

pev Ty = V. (k:ﬁT) + ¢

6u]-

1 Ou; 2
onde ¢ = 5pu (ami + M;)

entao:

/ /
Poo P Cuco Gy

koo(TzEQ—Too)ﬁl. (klﬁlT/> + uooLIQJEO ¢/

wﬁ/' (l{:’ﬁ’T’) + Mcx;yUEo ¢’

= p/C{, %{/’ ﬁ "’/. <k/§/T/> + Igz ¢/
onde:!
E. = #&_M — Nimero de Eckert
P = % = Niimero de Prandtl
R = M"’ﬂ% = Nimero de Reynolds
Nota 1: as varidveis p’, u', k', ¢/ = f(p’,T'), entdo, quando comparamos fluidos

diferentes as relagdes entre os parimetros e p’ e T’ devem ser similares, caso contrério
os parametros E., P, e R. ndo serdo suficientes para modelar os resultados. Exemplo:

ar (gds perfeito) p = T067 k ~ T0-80
vapor d’dgua w00 k~T%20

entdo, nesse caso, escoamentos com os mesmos F., P. e R, dardo resultados de
transferéncia de calor bem diferentes.

! (@) Ntmero de Ernst R. G. Eckert: expressa a relacdo entre a energia cinética de um fluido e sua entalpia.
(b) Nimero de Ludwig Prandtl: representa a razdo de difusividade de momento de um fluido (viscosidade
cinemadtica) e sua difusividade térmica. (c¢) A relagdo R. P, € conhecida como Niimero de Jean Claude E.
Peclet e relaciona a velocidade de advecgdo de um fluido e sua velocidade de difusdo. Fonte: Wikipedia.
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Gr

Nota 2: quando os termos gravitacionais sdo importantes, aparece um termo do tipo 75
e

na equacdo de Navier-Stokes, onde:?

2 L3 (T, — T
G, = Poo 9 o 2( w ) =—>  Niimero de Grashof
Moo

Condicoes de Contorno Adimensionais

Assim como as equagdes, para conhecermos os parametros que governam um problema,
devemos adimensionalizar as condi¢des de contorno, ou seja:

U = U i =1
ndo hd pardmetros
escoamento ao longe P = DPoo p' =0 adimensionais
adicionais
T = Ty, T = 0
sobre uma superficie sélida parada:
R = oT
u=20 , T =T, ou k—| = qu
on |,

assim:
R - koo (T Tw) orT’
=10 , T =1 ou T k’an/w:qw
onde:?
oT quw L
k — = = N, —>  Nimero de Nusselt
on|, koo (T — Tno) “

2 O niimero de Franz Grashof fornece a relacio entre a sustentacio de um fluido e sua viscosidade. Fonte:
Wikipédia.

3 O ntimero de Wilhelm Nusselt representa a razio entre a transferéncia de calor por convecgdo e a transfe-
réncia de calor por conducdo. Fonte: Wikipedia.
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No caso de haver superficies livres, 3 novos parametros podem surgir:

Cc = 12177[]1’5’" = Nimero de Cavita¢do
© Yoo
" U2, )
r = 41 — Nimero de Froude
2
W = 2Ysl  —  Nimerode Weber

(e

Solucoes Exatas da Equacao de Navier-Stokes

Escoamentos Paralelos

Nestes casos um tnico componente da velocidade é diferente de zero. Por exemplo, se em
um escoamento 3D ,temos v = w = 0, entdo, da equacdo de conservacdo de massa:

ou ov ow ou )
o + o 5 = 0 — 9 0, ouseja: u # u(x)
%

Desta forma, para o escoamento paralelo: u = u(y, z,t), v=0 e w = 0.

Da equacio de Navier-Stokes para as direcOes y € z temos:

op _ O _ me p—
3y e 9 0 = assim: p=p(x) (somente)

A equagdo para a dire¢do z fica:

ou ou 62u 2 2
o) _ Op 0 o)
——
=0 -0 = =0
d 2 2
2 EAC - =)

As hipéteses usadas foram:
e escoamento paralelo
e propriedades constantes
e escoamento laminar

Nota: na equacio acima, a pressdo pode ser reescrita para incluir o termo de forc¢a de corpo.
Assim, se definirmos P = p — pgx, temos:

P o
or Oz Pg
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Escoamento Paralelo em um Canal

LLLLLLILLL L L

777777777777 7777777777777

escoamento 1D
hipdteses adicionais:
regime permanente

A equacgdo de Navier-Stokes se torna:

dp d’u

dr ~ Mape

Usando a condi¢do de ndo deslizamento: ©v =0 em y = %b.

Da equagdo vemos que g—’; = const., pois o lado direito é funcdo somente de y enquanto

que p = p(z) somente.

Integrando:
d du 1 dp N du 1 dp n
_—— = — — _— = — — C
dy dy udx dy W dx Y !
entao: 1 d
_ L ap o
= 2,udxy + cay + ¢
finalmente:

1 d
u(y) = _ﬂﬁ (b2 - yQ)

Escoamento de Couette

Conforme ilustrado na Figura abaixo, este escoamento pode ser obtido mantendo-se uma
placa estaciondria enquanto que a outra se move com velocidade constante U :

u=0, para y=20
neste caso:
u=U, para y=H
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y

% \/
777777777777 7777777777777

Integrando-se a equacio de Navier-Stokes, obtém-se:

oy Hdey( y)
w=2yu - LI (1 _ 2L
H 2u dx H H

U

Para d—p = 0 tem-se o escoamento de Couette simples: u = %
T

O caso geral € uma superposi¢ao do escoamento de Couette simples com o escoamento entre
placas com gradiente de pressdo. Usando a varidvel adimensional:

2
p= (.
2uU dx

y/HT |
P= -3 -2 1 0 15 2 3
! H
VAT AT A A
00 0.2 04 06 08 1.0 u/U

temos:

P>0 = 4 <0 = gradiente de pressdo favordvel

radiente de pressdo adverso
P<0 = £ >0 & p .
z (pode haver reversdo de escoamento)
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Escoamento de Hagen-Poiseuille

/‘///////////////////////

-

L1777/

Usar a equagdo de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas:

o direcdo radial:

r

vy r r U2 r _ %)
p(v+'U7“av+?%1]0_*9+Uz%1;)—_87£+pgr+

r2

9?2 UT 1 Ovr Uy 1 d%v, 2 Ovg 9%y
+'u< +7'8r_ +r2302_r289+822>

direcao circunferencial:

p (G + o+ et o B0 = 1 g+

92vy 1 Ouy Vg 1 9%v 2 Ovp 92vy
+'u<6r2 Tra Tt ol T T a2

e direcao axial:

p (6vz + UT 61)2 + 1;“0 8vz + vy 82:) — —% + pgz+
2 < a2 02
(G r i h G+ )
e continuidade:
v v 1 v v
- A |
or r r 00 0z
e componentes do tensor das tensoes:
0 = b+ o= [rd (3) + %
o = o+ (PG + ) e = u (B + %)
0: = —p + 2u%: Te o= u (G + G2)
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mas:
. . Vpr = Vg — 0
¢ simplificando para o nosso caso: u _
ox

e redefinindo: { v, — U
e considerando a simetria circunferencial: { u = u(r)

teremos entao:

e direcdo radial: { % =0
d. ~ . s 7. 8p -
e dire¢do circunferencial: { 5 = 0
d’u 1 du _ dp
K ( dr2 + T W) — dz
e direcdo axial: ou
1d (,du - @
M[rdr (rdr)] - dz

Condic¢oes de contorno: =0 em r =R
A solugdo da equacdo é:

1 d
u(r) = @d—fvﬂ + caln(r) + co

Como a velocidade no centro deve ser finita, entdo ¢; = 0. Assim:

1 d
u(r) = _@d%j (R* — r?)

Podemos calcular a vazdo volumétrica total:

R R
2m d
Q = / udA:27r/ urdr:—lﬁ (RQT—T?’)dr
drea 0 dp dz Jy
nRY <_d£>
81 dz
Definindo a velocidade média como w = %, temos:
— _ R? d o
m <_£ ) 5 Umax
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Tensao cisalhante na parede:

R T T | S SN W T
Tw = Trz = H 0z or 2 dz) R
=0 r=R

Vemos que 7, € proporcional a velocidade média no escoamento laminar. Para escoamento
turbulento, 7, é proporcional ao termo 2 e & massa especifica p. Desta forma, é prética
comum adimensionalizar 7,, com a pressao dindmica % P2, o que ndo faz muito sentido
para escoamento laminar (apesar deste procedimento ser adotado !).

No estudo pratico da resisténcia ao escoamento em tubos, usa-se o coeficiente de atrito
dado pela “equagdo de Darcy-Waisbarch’:

_d£ — } A pﬂz ou )\ — 8&
dz 2D pu?
usando:
}i2 _dp _dp T8 4u8pu
81 dz dz R? D2
ou: 327 A
ot = 3 ppT
64 64
A — 5w D — A g ReD

n
(este resultado é verificado experimentalmente)

E também definido o “coeficiente de atrito de Fanning”:

2Ty A
C = —_—— -
f pu? 4
O Conceito de Diametro Hidraulico
A definicdo do coeficiente de atrito \ = 8% ndo € adequada para dutos de se¢do nao

circular, pois 7, varia ao longo do perimetro. Podemos entdo, definir uma tensdo média
na parede:
1 P
Tw = —= Ty dS
P Jo

onde P ¢ o perimetro da secdo e dS € um elemento de comprimento.

Fazendo-se um balan¢o de forcas em um elemento de fluido (note que a aceleragao € igual
a zero pois o escoamento € desenvolvido), temos para uma geometria qualquer:
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- forca=T,, dSdz
el . drea=A
perimetro =P

p+dp

P
dz/ TwdS = —Adp
0

usando a defini¢do de tensdo média, temos:

_ AL
v op dz

que € uma expressao andloga a expressdo para o duto circular, ou seja;

__R(.
) dz

. A_R
onde, neste caso: 5 = 3.
Por analogia, para um duto ndo circular: % = RTH, onde Ry € oraio hidrdulico, definido
como:
2A 2 (drea do escoamento)
RH = —_— = P
P perimetro molhado

Podemos usar Ry para redefinir o coeficiente de atrito para dutos ndo circulares, da
seguinte forma:
_dp
\ — 8Tw B 4RH( dz)

pu? pu

Por razdes dimensionais, pode-se escrever:

const. 2Rpu
A= ia onde ReDH = —

€Dy H

Nao se pode garantir que a constante da expressdo acima seja igual a 64.

O conceito de didmetro hidrdulico produz resultados dentro de 20% para diferentes
geometrias. J4 para escoamentos turbulentos, os resultados sdo bem melhores.
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Placa Plana Infinita Submetida a um Movimento Impulsivo

(Primeiro Problema de Stokes)

Trata-se de um escoamento paralelo transiente:

Fluido parado com p, 1

X

SIS

— UO

e condicdes iniciais e de contorno:

u =0
=0 — { =0
= U
t>0 =
Yy = 00 — { u =0
e continuidade:
ou n ov 0
or oy
~—
=0
e Navier-Stokes:
2 2
%%—ug—;—l—v% = _%%‘1”/(%‘1‘273)
ov ‘u ov . ov Lo, 0%v 0%
ot Ox oy P Ox2 Oy
=~ ~— — =~
=0 =0 =0 =0 =0
Podemos concluir que:
% =0 (da segunda equacgdo acima)
Op

52 = 0 (pois o fluido ao longe estd parado)
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Entdo, chegamos a:

ou 0%u

o~ o
Obs: esta equaco € idéntica a equacdo de condugdo de calor que descreve a propagacao de

calor em um meio semi-infinito, quandoem ¢ =0 aparede y = 0 ¢é aquecida.

A equacio diferencial parcial pode ser reduzida & uma equacdo diferencial ordindria pela
substitui¢do (solucdo similar):

substituindo:

Qu _ 9udn _ Uof’ / of
By T oy T 2 onde I =&
9 (ou) _ 98 (Uof'\onm _ Uf” 1 _ Ugf”
dy \ 9y on \2vvt) Oy 2Vt 2Vt 4vt

4 (Vt)3 vt
1"+ 2 =
condicdes de contorno:
y=0 = n=0 , [f0)=1
y > 00 = n =00, f(o) =0

Integrando-se a equacio acima (considerando-se as condi¢des de contorno), obtém-se:*

fn) = 1 — erfln) = erfe(n)

s

N 2
fn) = 1 - }/0 e " dn (fungdo tabelada)

Y<orf” e “erfc” sdo conhecidas, respectivamente, como “funcio erro” e “fungio erro complementar”.
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124
1.04
0.8+
0.6 4
044

0.2+
| | | |

00 02 04 06 08 10 u/Ug,

Note que os perfis de velocidade para diversos tempos sdo similares, i.e., eles podem ser
reduzidos a uma tnica curva por meio de uma mudanga de escala.

Uma maneira arbitraria e tradicional de se estimar os efeitos viscosos € calcular a distancia
y = § onde os efeitos viscosos cairam a 1% dos valores na parede:

f(o) = —= = 0.01 (da tabela obtém-se 6 ~ 1.32)

entdo, a espessura da camada afetada é:

Sl ~ 3.64 Vvt

Para adguaa 20°C', d|,¢ ~ 0.36 Vt, com t — segundos € § — cm

Escoamento Proximo a uma Placa Oscilante

(Segundo Problema de Stokes)

Fluido parado com p, 1

X

N

—> Uycos(wt)
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e cquacgdo:

e condicdes de contorno:

A solugdo é da forma:

u(y,t) = Upe™? 2 cos <wt - y,/;;)

. . ~ A . . — w
ou seja: uma oscilagdo harmonica amortecida com amplitude Upe ¥V 2 | onde uma
. o ) T N
camada de fluido a uma distancia y estd defasada de y /5 em relagdo a placa.

U

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
! ! wt |curva
f====-- r=-—--1---F-gff~-—""1-=-=-=-- F=—==-="1
: 3 : : L L
| b 0,4 /2 1
1 1 1 I’ 1
b e IR T I G P WA T 2
1 y 1
| | | 3mw/2 3
1 1
: . : 27 4

;S

VA
1 0 u/ U, 1
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Escoamento entre Dois Cilindros Concéntricos

Notar que: v, =v, =0 e %:%:0
A equagdo de Navier-Stokes fica:
o direcdo radial:
v o_ o
P = or
e dire¢do circunferencial:
821)9 1 82;9 Vo d2’Ug d Vo
Low _w_ Lo 4wy .
or? +r€)r r2 dr? +dr r ()
e continuidade:
0
v _
00
e condicdes de contorno:
T=7r] — Uy = WiT1
rT=7T9 —> Ug = WT2

A solugio da equacdo (*) , na forma adimensional, é dada por:’

r 2 2
v _ wary o\ _ oy (w2
T w1 é—l wlrf mr w1

1

> Como exercicio, obter a expressio de p(r).
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Podemos observar que a equagdo acima € da forma: vg = ar+ %, ou seja, uma combinacdo
de uma rotacdo de corpo rigido (a ) com vértice livre (g).

Casos Limite:

I rn—0 = obtemos vy = wy7,o0u seja, uma rotacido de corpo rigido.

) wy =0
2
w1 T T2 T
wp = A (T (%)
o _ 1 \nr T1
wyr? o A
quando T9 — 00 = Vg = = vortice livre: Vg = —
r T

Note que obtivemos como solu¢do da equacio de Navier-Stokes um escoamento sem vis-
cosidade ! Isto se deve a condicdo de ndo deslizamento estar representada neste problema
por uma velocidade finita vg = wy 1.

m ro —rm <mr (pequenos espacamentos).

mantendo o cilindro externo parado (i.e., wy = 0), a equagdo (%) fica:

r—r
vg = wiry |1 —
ro—T

(escoamento linear de Couette para placas paralelas)

Usa-se esta configuragdo em viscosimetria (cilindro externo parado).

O torque exercido pelo cilindro externo sobre o fluido é dado por:

2,2
My = dmph () ws

onde h € a altura do cilindro.

Cuidado: Estabilidade de Taylor:

onde d é o gap entre os dois cilindros. Temos:

T < 40 = Couette laminar
40 < T < 400 = Escoamento com células

T > 400 — Escoamento turbulento
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Escoamento sobre uma Parede Porosa

Este ¢ um problema onde os termos de inércia s@o linearizados.

Considere o escoamento uniforme em regime permanente sobre uma placa plana. A
placa é permedvel e o fluido estd sendo sugado de maneira que o componente normal da
velocidade vale V.

— U

X

i //////////l///////////////
-V

Vamos tentar uma solugdo onde p = const. e u = u(y) somente. Isto é, estamos buscando
uma solucdo para as equacdes de conservacio na qual a “magnitude” da sucgdo € ajustada
de forma que o componente tangencial da velocidade seja independente de xz. As equagdes
da continuidade e de Navier-Stokes ficam:

@ Lo —
Continuidade: ox dy
~
Ou Ou ou 1 Op Pu e,
o, Mow, T T Thae T a2 T
~~
Navier-Stokes: =0 =0 =0 -0
v [o) o) 1 ap 92 92
o Tk el = b tv (B )
~~ <
-0 =5
)
FZ 0
d d?
Que resultam em: U[TZ = yd—yg‘

v __ 9%v dv
u%—kvd—y—z/(W—FTyg)
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(@) u(0)=0
com as condigdes de contorno: b)) v(x,0)=-V

(¢) wu(y) — U quando y — oo
da equagdo de continuidade:  v(x,y) = const. com y
da condigéo de contorno (b):  wv(z,y) = -V
com estas informagdes podemos reescrever as equacdes de momento:

du d?u

Ty T Tay

vemos que o termo de inércia foi mantido, mas com u = V = const., ou seja, linear. A
equacdo acima pode ser integrada, chegando-se a:

u(y) = A + Befy(%)

da condigdo de contorno (a) temos que A = —B e da condigdo de contorno (c¢) temos que
A = U. Entio: .
uly) = U |1 — ()

Observe que a solucdo acima diverge para valores negativos de V, ou seja, quando ocorre
bombeamento no lugar de succgio.

Obs: As solugdes exatas da equagdo de Navier-Stokes podem ser divididas em 2 categorias:

1. Solugées onde o termo ndo linear . Vi é nulo devido a natureza do escoamento:

e escoamento de Couette

escoamento de Hagen-Poiseuille

e escoamento entre cilindros girantes

12 e 22 problemas de Stokes

e escoamento pulsante entre placas paralelas
2. Solugées onde o termo ndo linear ndo é nulo:

e escoamento de estagnagdo (solucdo similar produzindo uma equaco diferencial
ordinaria resolvivel numericamente)
e escoamentos em canais convergentes ou divergentes (mesmo que o anterior)

e escoamento sobre parede porosa
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10.2 Escoamento Lento (Creeping Flow)

Para escoamentos onde uma solucdo exata nao € conhecida, podemos obter solugdes apro-
ximadas. Por solugdes aproximadas entendemos uma solucdo analitica que satisfaz uma
forma aproximada das equacgdes de conservacdo, e ndo uma aproximagao numérica para as
equacgoes.

Aproximaciao de Stokes

Para escoamento lento de fluidos viscosos, as forgcas de inércia podem ser desprezadas em
presenga das forcas viscosas. Isto equivale a dizer R, < 1.

Neste caso, as equacdes de conservagdo ficam:

conservagdo de massa (fluido incompressivel): V.iu =20
quantidade de movimento linear: % = —% Vp + v V2@

Podemos verificar que temos 4 equagdes para 4 incdgnitas. A condicdo de contorno de ndao
deslizamento nas superficies sélidas deve ser utilizada.

Uma caracteristica interessante de escoamentos lentos pode ser obtida tomando-se o diver-
gente da equagdo da quantidade de movimento linear:

0 1 -
Y (divi) = —=di 2 div it
5 ( wou) p iv (Vp) + vV ( wou)

ou seja, V2p = 0, isto é, o campo de pressio no escoamento lento satisfaz a equagio de
Laplace.

De maneira andloga, tomando-se o rotacional da equacao da quantidade de movimento linear
para regime permanente:

0 = ﬁx(ﬁp) + uV? <§><ﬁ>
~—— ~——

=0 =

assim, a vorticidade no escoamento lento satisfaz a equacdo de Laplace V2w = 0.

—

Note que as distribuicoes de 4 e p ndo dependem da viscosidade absoluta . Este
parametro u determina a relagdo entre p e .



10.2. ESCOAMENTO LENTO (CREEPING FLOW) 149

A aproximacgdo para escoamentos lentos encontra aplicagdo em vdrias dreas de interesse,
por exemplo:

e escoamento lento em torno de corpos — arraste sobre esfera (Stokes, 1851).
e escoamento em passagens estreitas varidveis — lubrificagao

e escoamento em meios POrosos

Escoamento Lento em Torno de Corpos

Para a solucdo deste problema necessitamos solucionar a equacao:

Vp = uVi (regime permanente)
para a geometria do corpo impondo a condi¢do de ndo-deslizamento nas superficies s6lidas
e com pressio e velocidade conhecidas no “infinito”.

Stokes provou que esta solug¢do ndo € possivel de ser obtida para escoamentos bi-dimensionais,
pois € impossivel satisfazer a equac¢do acima em ambas as condi¢des de contorno.

As solucdes 3D ndo apresentam este problema. Oseen (/910), no entanto, criticou a hipdtese
que despreza os termos de inércia no infinito, propondo uma solugio.

Solucao de Stokes para Escoamento Lento sobre Esfera

Considere o escoamento lento sobre uma esfera de raio a. Sdo utilizadas coordenadas es-
féricas (r, 0) e a simetria do problema.

Stokes prop0s a utilizacdo de uma funcdo de corrente que automaticamente satisfaz a con-
tinuidade:

__1 _ 1 W
~ r2sen(f) 99 v = rsen(f) Or

A equagdo da quantidade de movimento se torna:

<a2 1 02 cotg(d) 0 )Qw

oz T 2o T 12 g
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com as condicdes de contorno:

CAPITULO 10. APLICACOES

6
emr=a = X =29 _

emr—00 = Y = %Ur2sen2(9) + const

O problema tem solucao do tipo:

e(r,0) = f(r)g(0)

Solucio:

2
Y = iUCﬂsenZ(@) (a _ar + 2r>

o campo de velocidade, calculado a partir de 1, fica:

u, = U-cos(0) (1 + % _ %)

ug = Usen(0) (—1 + % + %‘f)

Notas:

as linhas de corrente e o campo de velocidade sdo totalmente independentes da vis-
cosidade do fluido.

as linhas de corrente apresentam simetria perfeita. Nao ha esteira. Esteiras sdo pro-
duzidas pelos termos convectivos que nao estdo presentes neste caso.

a velocidade local é sempre menor que o valor da velocidade “ao longe”. Niao ha
regides mais rdpidas como € o caso do escoamento potencial (onde u/U = 1.5).
Verifique isto notando que o termo, entre paréntesis, que multiplica w, e wug, varia
de 0 a 1.

o efeito da presenca da esfera no escoamento se estende a grandes distidncias. Por
exemplo, para 7 = 10a, a velocidade ainda vale aproximadamente 0.9 U.

para uma esfera fixa, as duas configuracdes de linhas de corrente sdo similares. Note
que para o caso de escoamento de Stokes as linhas sdo mais deslocadas pelo corpo.

para a esfera se movendo (obtido subtraindo-se a funcio de corrente do escoamento

livre, ¢ = %U r?sen?(), de 1) o resultado é completamente diferente para escoa-

mento lento e potencial. No escoamento potencial, ) apresenta recirculagdo. No
escoamento lento o fluido € arrastado pela esfera.

2Ur%sen(f)cos(d) =  Ucos(h)

_ 1
Ur = TZsen(s) 2

Verificagcdo: {

2 U rsen®(6)

ug = 77rseln(9)2 —U sen(6)
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—
el L
v
= ;
Coordinate sysiam
v .
R o
Poel stive 0 w &
o T\ S T3
T Roatva® [ ’é’ j
maving sphers |
Stakes Flow Potential flow

Com wu, e ug conhecidos, pode-se obter o campo de pressdo, integrando-se:

Vp = uVia

cujo resultado é dado por:
3pual
272

D = Poo — cos(6) (onde poo € a pressdo “ao longe”)

Note que a distribui¢@o de pressdo € anti-simétrica, sendo minima em 6 = 0 e maxima em
0 = 7. A distribuicdo de pressdo é proporcional a viscosidade do fluido ().

A ndo simetria da distribuicdo de pressdo cria um “arraste de pressdo” sobre o corpo. Para
obtermos a forga total devemos considerar ainda o arraste viscoso:

o 18ur+8u¢ _ 0 o laur+8u9_%
o = r 0¢ or N R T or r
~—~ ~~~
=0 =0
, = 6 3 5a®
Assim: Trg = ,u:en() (1 — 4—2 + 4;L3>

A forca total de arraste €:

F = / 7r),_, sen() 2ma*sen(6) df + / pl,_, cos(#) 27 a*sen(0) df
dA dA

resultando em:

F=4rnpuUa + 27pUa — F = 6mulUa

Formula de Stokes para arraste sobre esfera (vdlida para R, < 1)
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Na verdade, os experimentos mostram que a férmula de Stokes dd bons resultados para

R. =~ 1. Note que do total da for¢a de arraste, % sai devido ao atrito viscoso e % devido

ao arraste de pressdo. Um coeficiente de arraste apropriado seria: ﬁ = 67 = const. No
entanto, tornou-se comum usar uma defini¢do de coeficiente de arraste, C'p, propria para

escoamentos com efeitos inerciais relevantes. Assim:

F
Cp = —
b pU2Ta?
Usando o resultado de Stokes:
24 2apU
Cp = — com R, = ap
R I

Note que isto, artificialmente, introduz R, onde ele nio é relevante.

400
o[
,Oseen, Data from
f Eq.(3 - 264) 3Ny SouTCes
10
CQ "-..‘_'__““— — p—
. N, /,.a--ﬁ.ﬂ-m
.
Eq (3— m)\\ Gk !‘.
o1 1 10 100 10° 0t 10° 10°
Re = L2

A figura acima mostra a variacdo do coeficiente de arraste, C'p, para a esfera em fungao de
Reynolds. Note o limite de validade da solu¢@o de Stokes.

Equacio de Oseen

Oseen propds ndo desprezar os termos de inércia “ao longe”. Sua sugestdo implica em fazer:

ﬁﬁﬁ%(]% com U = Ui
ox

A equacgdo de Oseen para o escoamento “ao longe” fica:
pUYL = —Vp + pV3a
divi = 0

Obs: note que a equacdo continua linear.
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Resolvendo os campos de velocidade e pressdo, a expressdo para o coeficiente de arraste
fica:’ 04 5
Cp = =— (1 —R
P 7 R, < T 16 >

experimentos mostram que esta expressdo € vélida at¢ R, ~ 9.

Velocidade Terminal de Sedimentacao

Uma aplicagdo muito ttil da equagdo de Stokes € o cdlculo da velocidade terminal de sedi-
mentacdo de uma particula esférica. Em condicdes onde a aceleracdo da particula pode ser
desprezada, o equilibrio das for¢as fornece:

arraste empuxo

I:arraste + Fempuxo = FPeso q
'
volume V. St
peso
Forraste = GWMU%I (Stokes)
3
Fempuxo = prg = wedg (py = densidade do fluido)

F o _ ppmdiyg . p
Peso = ppV g = = (pp = densidade da particula)

resolvendo para U = Vr (velocidade terminal):

g (pp — py) &

Vi =
r 18

lembrando a limitagdo imposta pela lei de Stokes:

_ pVrd <1
1

R

€d

Exemplo de Aplicacdo: Como exemplo numérico de aplicacdo da velocidade terminal de
queda, suponha que em uma erupg¢ao vulcanica, material particulado seja lancado na atmos-
fera a uma altura de  10km. Calcule o tempo de queda de particulas de rocha
(pp = 3000 kg/m?>) com didmetros de 1mm e 10 um.

7 Ver, por exemplo, referéncia: Viscous Fluid Flow, de F. M. White.
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(@ d=1mm=10"3m

pp = 3000 24

2
_ kg _ 9(op —pp) &
py = los Vr 18 1
u = 1073 g
ou seja:
: — 1) (107%)?
Ve = (9.8) (3000 — 1) (107?) _ 1™
(18) (103) S
1
tempo de queda = (iL(?O = 6250s ~ 1.7h

b) d=10um=10x10"5%m
Usando os mesmos dados anteriores, chega-se a: Vp = 1.6 x 10~* o

10000

tempo de queda =

Introducao a Teoria Hidrodinamica da Lubrificacio

O escoamento entre superficies de mancais lubrificados é um outro exemplo de escoamento
onde predominam as forgas viscosas. Devido a geometria dos mancais, o escoamento de
fluido produz eveladas pressdes que sustentam a carga, evitando o contato metal-metal.

Vamos estudar um caso simplificado.

f

E Po

i h(x) sIIfC
= NS S,
//7/////5/////4”‘/\/ U '

\ .
placa movel




10.2. ESCOAMENTO LENTO (CREEPING FLOW)

Hipéteses:
1. escoamento laminar
2. fluido incompressivel
3. espessura do filme é pequena, ou seja: h(z) < £
4. efeitos de borda despreziveis
5. escoamento bi-dimensional

6. regime permanente

O fato das paredes ndo serem paralelas implica em: u % # 0.

Se compararmos forgas de inércia com viscosas:®

forcas inércia pu% _ p(U2/€) B pU h? _ pUY <h>2

14

forcas viscosas U giyg w U/ b op
Definicdo: R = % (%)2 = “Nimero de Reynolds Reduzido”
Para podermos desprezar os termos de inércia: R} < 1

As equagdes de conservagdo ficam:

olu/er]  o[u/r?]

direca ou n ou Lop 0u n 0?u
® direcdo T : u — v — = _—1i09p v
‘ or, "y T e IR
~— N~
=0 -0 ~0
2 2
e direcdo y : u%_g_v% = _%%4_”(%_’_%)
. . . ou | o _
conservagdo de massa: or T o, = 0
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Note que, na segunda equacdo (dire¢do y), podemos desprezar os termos que envolvem as

derivadas parciais de v, uma vez que v < u. Fica somente: g—;’ =

dp

Observe também que, o termo 7~ ndo € mais constante como nos escoamentos anteriores.

A equacio fica:

Op 0%u

ox ~ Moy

2 . .
80 termo 2715 representa a maior parcela das forgas viscosas.

)
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Vamos satisfazer uma condicdo integral de continuidade: a vazao em qualquer se¢éo € cons-
tante:

h(zx)
Q = / udy = const. ()
0

As condig¢des de contorno devem ser satisfeitas:

y =20 — u =U r=0 — p = Do
3)
y = h(x) — u =0 x =0 — p=po
A solugdo de (1) satisfazendo (3) é:
y h? (dp\ y y
= 1—-=) - —(=]=(1-= 4
“ U( h) 2u<dx>h( h) @

Ainda temos que satisfazer a continuidade. Vamos determinar o % que satisfaz a con-

tinuidade. Substituindo (4) em (2) obtemos:

_Uh B (dp
Q = 5 m (dl’) )
ou:
dp u Q
ar - 2# (ghz h3> ©

integrando essa expressao e usando a informacgado de que p = pg em x = (0 obtemos:

T dx T dx
p(z) = po + GHU/O 72 12#@/0 3 (7

Usando que p = pg em x = £ obtemos uma expressdo para a vazio:

[
Q= Ltyd I ®)

2 t dx
|5

desta forma, conhecida a forma da passagem, dada por h(x), a vazdo fica definida.

Vamos definir as quantidades geométricas que aparecem em (7):

T dx T dx
bi(x) = /0 = bo(a) = /0 o ©)

clx) = Z;E;; (tem dimensdo de comprimento) (10)
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Podemos definir a “espessura caracteristica” como H = ¢({), onde:
/f dx
h2
Jo %
/ Cdx
h3
0 h

A equagdo (8) é reescrita como:

1
Q= 4UH (11)
Podemos entao escrever:
Eq.(7): p(x) = po + 6pUb(z) — 12uQ be(x) (12)
Eq.(8): & = Spl (1 - A (13)

Note que a expressdo anterior passa por um maximo (ou minimo) quando a espessura do
canal h = H.

Queremos que o “excesso” de pressdo na passagem seja positivo para que o mancal possa
suportar uma carga util. Portanto, olhando para e Eq.(13), assumindo que p — pp = 0 em
x =0 equeaespessuravale H em z =z, devemos ter:

V\ h(x)-H\

X X

%>0 = h(x)>H para 0<z<zxpg
%<0 = h(x) < H para zg<xz</{

ou seja, devemos ter um canal convergente na dire¢cdo do escoamento.

Para o caso de uma superficie plana:

h(z) = a (a — z) onde: tan(a) =~ «
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Obtemos entdo de (11):

ala —
AT
e:
pe) = m o+ o0 5]
ou,emtermosde hy e hy =— H = %

podemos escrever:

14 (h1 — ha) (b — hg)
w3

p(x) = po + 6MU(

A forga normal por unidade de comprimento do mancal é dada por:

¢ 2
6uU/ 2(k:—1)}
P = — poldz = ——5— k) — —— k=
/0 [p() po| dx (k‘—l)2 h%[ (k) E 1 com >
A forga de atrito total é dada por:

¢ du pUl 6 (k—1)

F = — dr = ——— |4In(k) — ——

/0M<dy>y:o (k—l)hz[ (%) k+1 ]

Se derivarmos e igualarmos a zero a expressdo para P, vemos que ela passa por um
maximo em k = 2.2. Esta seria a configuracdo ideal do mancal, ou seja:

pU 12
Paz ~ 0.16 12
2
Nesta situagao, a forca tangencial vale:
nU?

F =~ 0.75
2

= % ndo depende da viscosidade.

vl

Note que a razdo

Para o pequeno, k =~ 1 e a distribuicdo de pressdo é quase parabdlica com zpy ~ % e

centro de pressdo em %.

A posicao do centro de pressao € dada por:

1 2k k2 —1—2FkIn(k)
zo = -/ — 5
2 k=1 (k2=1)Ink)—2 (k—1)
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