Introducao a analise espectral
e decomposicao em Serie de
Fourier



Introducao

» O objetivo desta aula é apresentar alguns principios basicos da
analise espectral de sinais atraveés da decomposicao em série
de Fourier.

» Para complementar o que foi visto em sala sugere-se a leitura
Random data: Analysis and Measurement Procedures. Dos
autores: J. S. Bendat; A. G. Piersol.

Digital signal processing. Autores: Oppenheim, A. V., Schafer,
R. W

An introduction to random vibrations, spectral & wavelet
analysis. Autor: Newland D. E.




Motivacao

Relembrando o caso
do escoamento em
torno de um cilindro @0\0 o«
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s Motivagao

RIO

» Para sinais que contém uma combinacdo de diversas
oscilacOes deterministicas, a correlacao nao recupera os
periodos caracteristicos de cada componente do sinal.

» EX.: y(t)=cos(4*t+pi)+cos(10*t+0), com 0<t<2m
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s Motivagao

RIO

» EX.:y(t)=cos(4*t)+cos(10*t), com 0<t<2n
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Nota-se, claramente, que a correlacao ndo e robusta o suficiente para se extrair
as frequéncias contidas no sinal.




s Motivagao
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» Para diversas aplicacdes é extremamente importante saber com
exatidao as frequéncias das oscilacdes que compde um sinal.

» Ex.: Caracterizacdo de materiais

Light Source Object Spectrometer
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=" Motivacdo

» Ex.: Analise de vibracoes

Extraido de C-130 cargo aircraft vibration mode
shapes in flight Don Blanchet 3B Associates

Magnitude
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=7 Motivac3o

» Ex.: Dindmica de escoamentos, interacao fluido estrutura e
aeroacustica
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» Ex.: Processamento de imagens (Superficie Lunar — Apolo 14);

Sem Processamento ApOds processamento




s Motivagao
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» Ex.: Simulacdo numérica de equacoes diferenciais (Métodos
espectrais).
Simulacado das Eq. de Navier-Stokes de um jato.
Obs: campo acustico em cinza

Existem indmeras aplicacdes, os exemplos mostrados servem para ilustrar como
a analise no dominio é amplamente utilizada em diversas areas.



P[ Introducao a analise espectral

» Como decompor um sinal periddico e recuperar as amplitudes,
frequéncias e fases contidas nesse sinal?

» Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) mostrou que é
possivel representar qualquer sinal periodico através de séries
de senos e cossenos harmonicamente relacionadas.

» O conjunto de métodos propostos por Fourier e seu
contemporaneo Laplace (1749-1827) para a analise no
dominio da frequéncia, compde algumas das ferramentas e
conceitos mais importantes para a analise de sinais e de
sistemas dinamicos.

» Nesse curso iremos abordar somente os métodos propostos
por Fourier.




=" Introduc3o a andlise espectral

» Primeiro, vamos evitar o uso de atraso de tempo na descricao
de sinais senoidais

y(t) = c.cos|w(t — 1)] = c.cos(wt)cos(wt) + c.sen(wt)sen(wt)

a b

= a.cos(wt) + b.sen(wt)

» Onde:

c =+ a2+ b2 T*a)=9=tan_1(b/a)



4 Introducao a analise espectral
PUC ¢ P

» Consideremos agora uma funcdo arbitraria qualquer, mas que
é periodica e tem periodo conhecido (T)

3

x(t) =x(t+T)

2_

{ Para esse sinal ser periodico,
| amenor frequéncia contida

em um periodo é dada por:

2T
Wy :?

Essa frequéncia € chamada
de fundamental

L T =~
-

0 0.5 1 1:5 2



Introducao a analise espectral

» Fourier mostrou que € possivel representar qualquer sinal
periodico através da combinacao linear de séries senoidais
harmonicamente relacionadas.

» A combinacdo linear utilizada por Fourier foi uma soma
simples de sinais harmonicos a frequéncia fundamental, na
forma.

x(r)= i {ak 005(27” ktj + bksen(z% ktﬂ =" |a, cos(aykt)+ b, sen(w,kt)]

[eo]

onde T é o periodo fundamental do sinal x(t), w0 (=2r/T) a
frequéncia fundamental, k é um inteiro correspondente ao
numero do harmonico.
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e oerie Continua

» Os coeficientes que multiplicam cada termo da série, sao
dados por:

a, = % [ () cos(@ykt )t k=012,..
T

b, = % | x()sen(eykt)at, k=012,...
T

» para k=0 o valor de b, é irrelevante pois o sen(0)= 0. Ja o valor
do cosseno € 1. Assim, o coeficiente a para k=0 fica

0

a, = %jx(t)dt, k
T




Série Continua

» Nota-se que todos os sinais possuem frequéncias que sao
multiplos inteiros (k) da frequéncia fundamental (wO)

» Observa-se também que, o numero de harmonicos que
podem ser utilizados para a reconstrucao do sinal é infinito

» O termo a0 refere-se a média da série em um periodo de
tempo T. Nao tem fase pois nao possui variacao com o tempo
[sen(0t) e cos(0t), sao sempre 0 e 1, respectivamente]
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e oerie Continua

a, = % [ x(¢) cos(@yke )t b, = % [ x(@)sen(eykt)at, k=0,12,...
T T

\

» Como funciona?
Com base no que
ja foi visto no curso

x(t)=cos(2xt)

é possivel
compreender i i rulimbadl|

T cos[(2n/T)kt], k=3

O principio




Série Continua

a, = % [ x(¢) cos(@yke )t b= % [ x(@)sen(wyke)at, k=012,...
T T

¥(t)=cos(2rt)

-l T sen[(2m/T )kt], Jk=1
— sen[(2=/T)kt], k=2
--= sen[(2x/T)kt], k=3




Série Continua

RIO

a, = % [ x(¢) cos(@yke )t b, = % [ x(@)sen(wyke)at, k=0,12,..
T T

Visualizagdo da
representacdo em
série de Fourier.
Extraido de
Wikimedia
Commons



Série Continua

» Observa-se uma estreita relacdo com o0s conceitos de
covariancia e correlacao.

» A amplitude de cada termo da série é estimada com um
procedimento analogo ao calculo da covariancia. Ao invés de
se estimar a covariancia entre sinais desconhecidos [x(t) e
y(t)], somente um dos sinais € desconhecido x(t)

» O atraso de fase em relacdo ao tempo t=0 é dado pela
combinacao de termos senos e cossenos, conforme ja
mostrado.

» O mais importante: a ferramenta permite que uma funcao
definida no tempo seja representada no dominio da frequéncia!



=7 Introducdo a andlise espectral - Série Continua

» Amplitude e Fase do sinal

> Andlise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2rmt)

a,>0; b,=0;
» logo, =0

Alwyk)=+a; +b};

Hw,k) = tan™ (b—kj

a,

180

270



PUC Serie Continua

Alwyk)=+a; +b};

» Amplitude e Fase do sinal
Hw,k) = tan™ (—kj

> Andlise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2mt+459)

a,20; b, >0; 1o

» logo, 0<p<90°

270



PUC Serie Continua

Alwyk)=+a; +b};

» Amplitude e Fase do sinal
Hw,k) = tan™ (—kj

> Andlise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2mt+1359)

a, <0; b, 2 0; 120

» logo, 90<$p<180¢2

270



PUC Serie Continua

Alwk)=+la; +b;
> Amplitude e Fase do sinal (k) =Jai + b
Hw,k) = tan™ (—kj

> Andlise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2mt+2259)

a,<0; b, <0; 0

» logo, 180<p<2702

270



UC Série Continua

» Amplitude e Fase do sinal

> Andlise da Fase:
Continuando com
ex: cos(2mt+3159)

ak>o; kaO,

» logo, 270<$p<3602
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» Exemplo) x(t)zsign[sen(t)]

-

-1
x(t)=<0
+1

Série Continua

se sen(t) <0
se sen(t)=0
se sen(t) >0
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e oerie Continua

/ . 2
> Resolvendo a série: o, :77[:1

a, :%jx(t)dt:]zldt+0+2f—ldt:O
0 T

a, = % j x(¢) cos(kt)dt = é L-sen(kt)|]; +0+(~1)sen(ke)| " ]: 0, k=123..

b, = % I x(t)sen(kt)dt = IH 1-sen(kt)dt + f —1- Sen(kt)dt}

T

T

_1 {— % cos(ktﬂ + % cos(kt)

=< kr

T 0

T

2r ( 4 .
} —, para kimpar

0 , parak par




o >erie Continua

> Exemplo) x(t)zsign[sen(t)]

» A série fica: a, =a, =0
4 |
b, = P para kimpar
0 , parak par

» O somatodrio de funcdes harmonicamente dependentes pode
ser escrito como:

4 4 4 4
x(t) = —sen(t) +—sen(3t) + —sen(5t) + —sen(7t) +...
T 3z S T




s Serie Continua

RIO

> Exemplo) x(t)zsign[sen(t)]

Representacao espectral (no dominio das freqiéncias) da série

1.4
1.2
1t
il _ Onde k representa
5" o harmonico da
e ' frequéncia
04} : fundamental
0.2

1T 3 5 7 & 1 13 15 A7 19 21 23 25

kwy



st

UcC

» Exemplo)

K

Representacao temporal da série truncada a um numero finito

de modos.

1

=7 Série Continua

x(t) = Sign[sen(t)]
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» Exemplo)

K

Representacao temporal da série truncada a um numero finito

de modos.

1,3

=7 Série Continua

x(t) = Sign[sen(t)]
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Série Continua

» Exemplo)

Representacao temporal da série truncada a um numero finito

de modos.

k=1,3,5

x(t) = Sign[sen(t)]
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Série Continua

> Exemplo) x(t)zsign[sen(t)]

Representacao temporal da série truncada a um numero finito
de modos.

1:5

k=1,3,5...25 i
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Série Continua

» Exemplo)

Representacao temporal da série truncada a um numero finito

de modos.

k=1,3,5...99

x(t) = Sign[sen(t)]
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e oerie Continua

» Exemplo2) Delta de Dirac  x(¢) =5(t-0)




e oerie Continua

» Exemplo2) Delta de Dirac  x(s)=5(t-0)

> Antes de calcular a série de Fourier é necessario relembrar
algumas propriedades fundamentais da funcao delta de Dirac.

T&(t)dt ~1;

at+ée

[s-o)fa= 1)

» E também definir um periodo para a funcdo: -n<t<m.



s Introducdo a andlise espectral - Série Continua

» Exemplo2) Delta de Dirac  x(¢) =5(t-0)

» Os coeficientes da serie de Fourier dessa funcao sao dados
por:
1

272'
aoz?jé(t)dt:;

a, = % j 5(t) cos(kt)dt = %cos(k .0) = % k=123...

b, = % j 5(t)sen(kt)dt = %Sen(k 0)=0, k=123..
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o Série Continua

» Exemplo2) Delta de Dirac  x(¢) =5(t-0)
» Representacao espectral da série
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PUC Série Continua

» Exemplo2) Delta de Dirac  x(¢) =5(t-0)

» Representacado da série truncada a um nUmero finito de
modos

k=1...10 ﬂ

! ! ! ! ! ! ! !
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 05

t*2n



PUC Serie Continua

» Exemplo2) Delta de Dirac  x(¢) =5(t-0)

» Representacado da série truncada a um nUmero finito de
modos

k=1...100

! ! ! ! ! ! ! !
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 03 0.4 0.5

t*2n
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» Com base na representacao da funcdo delta de Dirac, nota-se
gue um evento localizado no tempo distribui energia para
todos os modos no dominio da frequéncia;

» Regides onde existe descontinuidade no tempo necessitam de

um grande numero de termos para um representacao razoavel
da séerie temporal.

> Esse efeito devido ao truncamento da série a um nimero
finito de modos é conhecido como efeito de Gibbs




Série Continua

RIO

» Usando a notacdo de Euler
e'® = cos(0) + isen(6)
» Pode-se escrever a série de maneira mais compacta.

o0
x(r)= ch gk

k=—0

1 y
Cr =?J‘x(t)e ‘oot g
T




Introducao a analise espectral - Serie discreta

» Para sinais discretos e periddicos, que sao tipicamente obtidos
atraves de amostragem de um sinal continuo, existe um
numero de amostras N, tal que

x[n] =x[n+N]|Vn

» Logo, hd somente N harmonicos da frequéncia fundamental,

gue nesse caso é:
2z

a)O—N

» |sso significa que o somatdrio de harmonicos da série de
Fourier fica limitado a N valores distintos de k

Nl
x|n]= ch e oM
0




PUC Série discreta

» Como o periodo definido pelo nimero de amostras os
coeficientes da série podem ser obtidos a partir de

LS ek
C - xn —la)ol’l
¢ anO

» Logo, a representacao em série de Fourier de um sinal
periodico discreto € uma série finita.

» Se lembrarmos do teorema de amostragem de Shannon-
Nyquist, podemos concluir que os valores de k estao restritos

a faixa de +-N/2

» Nota-se também que para se obter todos os coeficientes da
série € necessario realizar NxN operacoes.




Propriedades da Série de Fourier

» Linearidade — Seja um sinal z[n] formado pela combinacao
linear dos sinais x[n] e y[n], com coeficientes A e B constantes,

na forma
z[n] = Ax[n]+ By[n]

os coeficientes c,, de z[n], correspondem a combinacdo linear
dos coeficientes da série de Fourier de x[n] e y[n]

Z[n](_&_)czk = Acxk +chk



= Propriedades da Série de Fourier

» Deslocamento no tempo — Quando um deslocamento no
tempo é aplicado a um sinal x[n], os coeficientes da série de
Fourier resultante podem ser expressos como

S.F. ik
x[n—nyl<———>r, =ce "

» Reflexdao no tempo — Seja um sinal x[-n] a reflexdo do sinal x[n].
Os coeficientes da série de Fourier do sinal x[-n]

x[—n](L)rk =cC_;




so. Propriedades da Série de Fourier

» Multiplicagao— Os coeficientes da serie de Fourier e, de um
sinal que resulta da multiplicacao de x[n] e y[n] sao:

1 N-1 ik
Anlyin]«L—se, =— > xn]y[nle "
N n=0
1 Nol(N-l ' '
_ ¢, meza)omn [n] —iwykn
N n=0 | m=0 B

Produto no tempo vira uma
convolucao no dominio da
frequéncia!



;;U Propriedades da Série de Fourier

» Convolugdao— Os coeficientes da série de Fourier e, de um sinal
gue resulta da convolucao de x e y sao dados pela relacao:

N-1 N-1N-1
x[m]y[n—m] (———)ek——ZZx [m]y[n—mle '@
m=0 n=0m=0
N-1 | Nl
= xm]— Y y[n—mle
m=0 N n=0
_
_ x[m]cy_k —iwgkm
m=0

A convolucao vira um
produto no dominio da
frequéncia




= Propriedades da Série de Fourier

» Diferenciacdo— a derivacdo de um sinal periddico e continuo
X(t) em relacdo a t é dada por:

Ex(t) A ickeiw"kt = i ¢, Lot _ ic i ke "
ot ot = — o K0

k=—o0

» Primeira diferenca — Para sinais discretos x[n] os coeficientes
de Fourier da primeira diferenca em relacao a n sao dados por:

An]-xn—-1]<«EL e, =c,—c e ™ =(1-e ),




;‘;U Propriedades da Série de Fourier

» Integracao— aintegral de um sinal x(t) periddico e continuo
fica:

J.X(t)dt chj' la)oktdt i iwykt

la)ok
S6 tem sentido para k#0,

» Soma acumulada — Para sinais discretos x[n] os coeficientes de
Fourier da soma acumulada sao dados por:

N-1 o 1
yi AN
x[n]< ,El ok jck

S6 tem sentido para k#0,




= Propriedades da Série de Fourier

» Relacdo de Parserval— A relacdo mostra que a poténcia média
de um sinal no dominio do tempo € igual a soma das poténcias
de todas as suas componentes harmonicas.

—le I = Zlckl



st Exercicios em sala que devem ser
finalizados e entregues na aula seguinte

e Q1) Para o sinal periddico de tempo continuo
x(t)=2+ 003(277[ tj + 4sen(5§tj

determine a frequéncia fundamental e os coeficientes da série
de Fourier

e (Q2) Obtenha a série de Fourier do sinal x[n],discreto,
periodico, com periodo N=5, que € ilustrado abaixo:

R

o = Ot b R

x|n|

=

—
L —




sc Exercicios em sala que devem ser
finalizados e entregues na aula seguinte

e (Q3) Encontre os coeficientes da série de Fourier do sinal
discreto e periodico a seguir

1__ |
NENNaANEENE
8§ 6-4-94a 2 4 B

n




st Exercicios em sala que devem ser
finalizados e entregues na aula seguinte

e Q4) Encontre os coeficientes da série de Fourier do sinal
discreto e periodico a seguir
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