Caracterizacao de sensores . B. de Paula

- Para a medicao de sinais dinamicos, € necessario avaliar como o
sensor € capaz de responder a variacoes da grandeza medida;

- Mesmo no caso de medidas estaticas, o tempo de estabilizacao das
leituras dos sensores € importante para as medicoes.

- A modelagem matematica é usada para se prever o comportamento
dinamico dos sistemas de medicao

SISTEMAS DE ORDEM 0O

- Modelo mais basico. Representado pela equacéo diferencial de ordem
0, do tipo:

y=K-1(t)
onde K é a sensibilidade e f(t) € o sinal de entrada.

- Sistemas de ordem zero séo usados para modelar a resposta de
sensores a entradas estaticas (calibracao estatica).
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- Sensores com capacidade acumulativa ou dissipativa ndo s&o capazes
de responder imediatamente a variagdes na entrada. Este tipo de
sistema pode ser modelado usando uma equacao diferencial de
primeira ordem, da forma:

y+y=K-1(t)

onde 7 é a constante de tempo do sistema e y € a derivada de y em
relacdo ao tempo (dy/dt).

- Normalmente, para se analisar a resposta de um sistema a uma
variacao na entrada aplica-se uma funcao do tipo degrau ou uma
funcéo periodica.

- Aplicando-se uma perturbacéao do tipo degrau, do tipo f(t)= A, parat>0 e
dando uma condic¢éo inicial ao sistema y(t=0)=y,, temos que:

y+y=KA= y+X=K—A
T T

Equacao linear de 12 ordem. Permite solucéo por fatores integrantes
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y+y=KA= y+X=K—A

T T _
Equacao linear de 12 ordem. Permite solucéo por fatores integrantes.

Para permitir a integracao da equacao, o fator u(t) deve satisfazer a

condigao: ,u(t)% + ﬂ(t)h(t)y = % [/u(t)y]

- Na eq. acima h(t)= 1/r
- Resolvendo a equacédo tem-se y(t)=e?" .
- Substituindo na eq. do sistema e integrando:
) KAet/T
et/ry :I
r

Aplicando-se a condicéo inicial y(t=0)=y,: C =y, —KA

dt+C = y=KA+Ce ™"

- Logo:
’ y= KA+ (y, — KAk "
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- Ex.: Termbémetro de bulbo

¥
bulbo me}\cﬂrin vidro
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Ex.: Termémetro de bulbo dE

dt
- Armazenamento de energia com a variagao de temperatura do bulbo:
dE dT
R — mcv -
dt dt
- Troca de energia com o ambiente:

Q=hAAT =hA,(T,-T)
- De acordo com a 12 lei da termodinamica temos:

dT
mcvE =hA(T,-T)

- Reorganizando temos:
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- Ex.: TermGmetro de bulbo

- Definindo o coeficiente de expansao volumeétrica como: o = (dV /V)/ dT
- Para o caso do termbémetro (cilindro), onde L € a leitura do sensor

dV = AdL

- Substituindo:  AdL/V =dTea; dL=aV /AdT

- Integrando-se e assumindo L=0 para T=0, tem-se:

L:MT, onde V _m

PA P

- Substituindo na eq. do termdmetro:  mc, pA; dL N PAS LT
hA;ma dt ma N
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- Ex.: Termbémetro de bulbo

- Agrupando os coeficientes, podemos reescrever a eq. Como:

e oL e,

hA, dt A
dL

t—+L=KT,_Z  Similar ao modelo geral
de 12 ordem

mc
- Onde: T=—

gy

« _ Ma

~PA

- Admite a mesma solucao geral: y=K- A+(yO — KA)e—t/f
- No caso do termémetro fica: L=K-T_+(L,—KT )"
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- Ex.: Termdmetro de bulbo  L=K-T, +(L,—KT, )"

- Para tempos longos, L se aproxima de K. Portanto, K, é a sensibilidade
do instrumento

- Avelocidade com que o termdmetro responde a entrada depende da
tangente inicial da curva de resposta (K/ 7).
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- Ex.: Termdmetro de bulbo  L=K-T, +(L,—KT, )"

- Como k x 1/Ag, uma diminui¢cao na area do tubo do termémetro causa
um aumento da sua sensibilidade.

- Jar« 1/A,, indicando que uma maior area do bulbo em contato com o
meio reduzira o tempo de resposta do termémetro
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Avaliando comportamento a partir de uma perturbacao do tipo
senoidal.
LY KAsen(at)

T T

o +y = KAsen(at) =y

Equacao linear de 12 ordem. Permite solucéo por fatores integrantes.

ut) 2+ )y = [ut)y]

dt T dt
- Na eq. acima h(t)= 1/1. Resolvendo a equacéao tem-se u(t)=ev" .

- Substituindo na eq. do sistema:

t/r
etiry :J- KAsenia)t)e dt+C =y = ZI::/A

- _[sen(a)t)e”fdt+Ce‘”T

10



Caracterizacao de sensores . B. de Paula

SISTEMAS DE ORDEM 1

- Usando a integracao por partes:

I:uv—_"vdu

- Onde:
u=sen(wt),  dv=e'"dt

du=wcos(wt), v=re'"
- Obtém-se na 12 iteracéao:
| = sen(awt e’ —Iw)cos(a)t)e”’dt
- Na 22 iteracao:

J =7r*wcos(wt )"’ +rza)2fsen(a)t)e“fdt = r2wsen(owt 6"’ + 7’0’|

- Assim. L+ 7%w? )= sen(at 6" — 22w cos(wt)e!”
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- Substituindo | na equacéao da perturbacéao:

] L =&[sen(a)t)—m)cos(a)t)]+ Ce''"

1+ 7 w?

- Rearranjando usando a relacao:

1
V1+ 72 w?

- E substituindo na equacéao da perturbacao, temos:

L= KA [sen(t — tan ™ (ze0) )|+ Ce

V1+ 20’

- O 1°termo do lado direito da equacéao se refere a solucéo periddica em
regime permanente.

[sen(at)— e cos(et )] = sen(et —tan (e 7))

- Ja o termo que contém a constante C depende das condicdes iniciais
do problema. Esse termo se refere a parte transiente da solucéo
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- Para facilitar a analise vamos analisar o sistema em regime
permanente e reescrever a eq. em funcao de um termo de amplitude e

outro de fase: L = B(zw)[sen(at + #(w7))]
- Onde: KA

B(ra)) = -
1+ (r0)
- Analisando a leitura do instrumento em relacdo a perturbacéo periddica

¢(Ta)) = —tan™" (w))

1

F.i

Asen(amt) i

0.8} L

06+
04r
02
ot
02¢

Amplitude

04r
06F
08¢
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- Analisando a variacdo do ganho G=B/KA e o atraso de fase com a
frequéncia

a

107 ¢

Ganho

-60F

70h

-80F

2

10 - -90

107 10 10" 10" 100 102 10" 10° 10"
T T

- Um instrumento ideal deveria ter Ganho=1 e atraso de fase nulo. Isso
sO ocorre para baixas freqliéncias. Logo, o instrumento s6 é adequado
para utilizacdo em frequéncias onde a resposta € proxima da ideal
(Ganho > -3dB ou 0.707 vezes o valor original)

10
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- Sensores com capacidade acumulativa/dissipativa e inércia tambéem
Nao sao capazes de responder imediatamente a variagcdes na entrada.
Este tipo de sistema pode ser modelado usando uma equacao
diferencial de 22. ordem, da forma:

a,y+ay+ay=f(t)

onde os coeficientes a0,al,a2 sao parametros fisicos usados para
descrever o sistema. Para facilitar o entendimento do problema, a eq. é

reescrita na forma:
1 . 20 .
—2y+—§y+y= K- 1(t)
a)n a)n
Onde:
@, = \/a% ; frequéncia natural do sistema
2
£=—A

2./a,a, ; razao de amortecimento do sistema
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A solucao da EDO nao homogénea é dada pela principio da
superposicao— solugao da EDO homogénea + solugao particular

Y(t)= Y (t)+ Yo (t)

A solucao da EDO homogénea fica:

1 . 2.
j+22 gy =0

@, ,

A eq. possui coeficientes constantes. Assim a eq. caracteristica fica:

-——f 28 4 41=0
, @,

n

Asolucdo dessa eq. fica: 4, =—C@, tw,/¢{° -1

Dependendo do valor de (, trés formas de solucdo sao possiveis:
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- Dependendo do valor de (, trés formas de solucéo sdo possiveis:

p/ { >1 (sistema superamortecido):

v, (t)=Ce™ +C,e™

p/ ¢ =1 (sistema criticamente amortecido)

v, (t)=Ce™ +C,te™

p/ 0 < { <1 (sistema subamortecido). Nesse caso as raizes contém

parte real e imaginaria A= Ao, iA,4, € @ solucdo geral € da forma:

Vi (t) = Coe™ cOs( Aot )+ Cre™ o sen(Amat)

imag

17
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- Resolvendo p/ o caso 0< ¢ <1 (sistema subamortecido):
- Solugdo particular: Ye(t)=KA Y, (£)=0; ¥,(t)=0;

Logo y(t) fica (particular +homogénea):.

y(t) = KA+C e cos{ Aot )+ C e sen(2 st

imag

Assumindo as seguintes condicdes iniciais
O y(t=0)=0; (2)y(t=0)=0;
Substituindo (1) na eq. de y(t)
0=KA+Ce™°cosl4,,,,0)+C,e*sen(4,,,.0)

imag imag

C, =—KA

Substituindo (2) e C, AL
C2 — real
A

imag




Caracterizacao de sensores . B. de Paula

SISTEMAS DE ORDEM 2

- Resolvendo p/ o caso 0< ¢ <1 (sistema subamortecido):

- Logo y(t) fica:
y(t)= KA— KAe* cos( 4, t)—%e*fea"sen(iimagt)

imag
imag

como /Ireal - _gwn; A = ), 1_§2

imag

1-¢?

y(t)= KA- KAeg“’n{cos(a)n 1-¢ 2t)+ 3 sen(a)n 1-¢ 2t)}
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- Ex.: Acelerbmetro

- Equacao do sistema:

my +cy +ky = f (t)
- onde Eq. idéntica ao caso
geral!
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- Resposta a perturbacao degrau 0< { <1 (sistema subamortecido):

- a medida que ¢ diminui a resposta tende a oscilar antes de

convergir para o resultado. Quando (=0 nao ha convergéncia.

- O periodo de oscilagao € o inverso de A, que € a freqiiéncia

natural amortecida do instrumento.
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Avaliando comportamento a partir de uma perturbacao do tipo

senoidal. 1 2
— y +

a)n a)n

y+Yy=K-Asen(at)

Solucéo é dada pela eg. homogénea + solucao particular.

y(t)= Vi + Yo

- Depois de algum esforco a obtém-se a solucéo particular da equacao

na forma;:

i . KAsen| ot +tan_1(— sl a%— (! ;) )Zﬂ
-T2}
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- Para facilitar a analise vamos avaliar o sistema em regime permanente
e reescrever a eq. em funcao de um termo de amplitude e outro de

fase:

Ve = Ble)[sen(et + ¢{o))

- Onde:
KA

B(a)) = 7

EEAIREA)

#(e)=tan 1(— el a%— (0] @, )2)
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- Analisando a variacdo do ganho G=B/KA e o atraso de fase com a

freqUuéncia

wlv
n

¢ (Deg)

20}
40}
B0}
80}

00}

120

140}

160}

180 Lo

10 10
wlv
n

- Somente para frequéncias de entrada bem baixas (w << w,),G=1e

¢ = 0 (instrumento ideal).

- Para frequéncias muito altas (w >>w,) M tende a zero.
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- Analisando a variacdo do ganho G=B/KA e o atraso de fase com a

freqUuéncia

wlv
n

¢ (Deg)

20t
40t
60t
80t
100}
120t
140t
160+
-180

10 10
wlv
n

- Para uma resposta adequada o fator de amortecimento deve ficar
proximo (um pouco acima) de 0,5. Na figura vé-se gque isto fornece uma
resposta de amplitude razoavelmente constante na faixa 0 > w >w,,.
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- Analisando a variacdo do ganho G=B/KA e o atraso de fase com a

freqUuéncia

wlv
n

¢ (Deg)

20t
40t
60t
80t
100}
120t
140t
160+
-180

10 10
wlv
n

- Afrequéncia natural do instrumento w, deve ser pelo menos de 5 a 10
vezes maior que a maior componente de frequéncia do sinal de

entrada.
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