4. MEDIDAS DINAMICAS — CONCEITOS BASICOS

Muitas vezes os experimentos requerem medidas de grandezas fisicas que
variam com o tempo. Para a correta medi¢@o destas grandezas, € necessario conhecer
as propriedades dos sinais a serem medidos, assim como as propriedades dos
instrumentos de medic¢ao utilizados.

4.1 — Natureza dos Sinais ndo-Permanentes: os sinais ndo-permanentes expressam a
variagdo temporal da grandeza de interesse e podem ser classificados em periddicos
ou nao-periddicos.

Figura 1: Sinal periodico.

Um caso particular de um sinal periddico ¢ a fungdo harmonica do tipo
S@) = Asen(27r f t), onde T ¢ o periodo e /= 1/T ¢ a freqliéncia em ciclos por
segundo.
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Figura 2: Sinal periédico harmonico

Os sinais podem ser ndo perioddicos, como os dois exemplos mostrados nas
figuras abaixo. Na figura 3a o sinal representa, por exemplo, o deslocamento de uma
estrutura apos receber um impacto. Na figura 3b, o sinal randémico apresentado pode
representar, por exemplo, um sinal de velocidade em um escoamento turbulento.
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Figura 3: a) sinal ndo periodico. b) sinal randémico.
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Uma das maiores dificuldades na medi¢do de uma grandeza dindmica ¢ a
especificagdo de um sistema ou instrumento de medi¢ao capaz de registrar o sinal
adequadamente. Para isso, ¢ necessario um conhecimento do sinal a ser medido.

4.2 — Representacdo em Séries de Fourier: uma ferramenta poderosa para a analise
dos sinais de entrada € a sua representacdo em soma de fungdes harmonicas. Pode ser
mostrado que um sinal periddico S(?) com freqiiéncia circular w = 2z/T, pode ser
representado por uma série infinita de senos com freqiiéncias o, 2w, 3o, ..., como,

S(t) = Ay + Aisen(awt + @y )+ Apsen(2at + ¢ ) + A3sen(3wt + @3) +... + Ay sen(nat + ¢y,)

onde 4 ¢ a amplitude e ¢ o angulo de fase. O termo Ajsen(at+¢;) € o primeiro
harmoénico pois possui a mesma freqii€ncia do sinal original S(?).

A expansdo de Fourier também pode ser escrita como,

b
S(t) = ajsenat +arsen2 ot + ...+ aysen not +70+b1 cosat + by cos2at + ...+ b, cosnat

onde os valores dos coeficientes sdo obtidos de

an =" [S(t)sen(net)dt, b, =— [S(t)cos(nar )dt
0 0

Comparando-se as duas formas, vé-se que 4y e by/2 representam o valor médio de S(?)
durante o ciclo. Pode-se mostrar que

A, = (a, +b, )% e @, = tan_l(b—”)

ay
Como exemplo, temos a onda quadrada representada na figura abaixo.
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Figura 4: Onda quadrada.
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ay = @ ? S(t)sen(la)t)dt + I/S(t)sen(la)t)dt = 4z
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a,=—{ [ S(t)sen(Qat)dt+ [S(t)sen(2at)dt}=0
T

2
0 7/
a —4—E(lj as4 =0, a —4—E(1J etc
3 T 3 D) 4 9 5 T 5 D) .
w |7l 27/
bo=—1 | S(t)cos(0)dt+ [S(t)cos(0)dtt=0, b =0, by =0, etc.
710 /@

a expansdo completa fica,

S(t) = 4—E{sena)t+%sen3a)t+%sen5wt +... +lsen na)t} ,paran=1,2,3, ...
n

O espectro de amplitudes pode ser observado na figura abaixo
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Figura 5: Espectro de amplitudes.

4.3 — Sistema de Primeira Ordem: Vamos agora tentar descrever
quantitativamente o instrumento que pretende seguir o sinal dindmico. Vamos criar
um modelo simplificado do instrumento e tentar predizer a saida do instrumento para

um sinal de entrada hipotético.
Considere o termometro de liquido em vidro representado na figura.

Figura 6: Modelo para instrumento de primeira ordem: termdmetro.



Em regime permanente a temperatura do fluido e a leitura sdo constantes.
Quando a temperatura do fluido ¢ aumentada provoca a troca de calor para o fluido no
interior do bulbo que se expande alterando a leitura da coluna de liquido.
Desprezando-se as trocas de calor por condugao e radiagdo, podemos escrever que o
calor trocado por convecgdo entre o gas e o termometro &,

q=h4p(T ~Tp)
onde, A4, ¢ a area do bulbo, 7, a temperatura do fluido termométrico no bulbo e % é o
coeficiente de troca de calor convectivo. A primeira lei da termodinamica fornece,

mcddL;”:hAb(T—Tm) (1)

av
%/ Este

definindo-se o coeficiente de expansdo volumétrica do fluido como a = —-*.

m
coeficiente representa a variagao relativa de volume por unidade de variagao de
temperatura. Mas,

dV = A¢dR , onde 4, ¢ a area transversal do tubo do termometro. Entdo,

Vo

S
Integrando-se a equagdo acima, assumindo que R=0 para 7=0, tem-se,

M, onde V=" 2)

pAs P

R =

substituindo-se (2) em (1),

mcp As dR =hAbT—hAprS R
mo  dt mao

ou,

rd—R+R=kT, com =5 ¢ f=""%
dt h A4y, p Ag

Trata-se de uma equagdo diferencial linear de primeira ordem que fornece R para
qualquer variacdo de 7' com o tempo. Se aplicarmos um degrau unitario de
temperatura em =0, temos, para R=0 em ¢=0, a seguinte solucao,

R:k(l—e%]
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Figura 7: Resposta do termometro a degrau unitario de temperatura.

Note na figura que representa a solug¢do da equacao diferencial para resposta do
termOometro que:

para tempos longos, R se aproxima de k. Portanto, £, ¢ a sensibilidade do
instrumento (leitura por entrada unitaria)

a velocidade com que o termdmetro responde a entrada depende da tangente
inicial da curva de resposta. Entao,

R _k

Vemos que 7 ¢ inversamente proporcional a velocidade de resposta, 7 ¢ a constante de
tempo do instrumento e representa o tempo necessario para que a leitura do

termdmetro atinja a fragdo (I — ¢! de sua leitura final.

A sensibilidade k& e a constante de tempo 7 caracterizam o instrumento de primeira
ordem. O projeto do termdmetro pode ser melhorado alterando-se alguns parametros
fisicos, como por exemplo:

1 e , A
k o ik 0 que mostra que uma diminui¢do na area do tubo do termdmetro aumenta
S

sua sensibilidade. Também, 7 o o indicando que uma maior area do bulbo
b

melhorara a resposta do termdmetro.

Outras formas de func¢des de entrada podem ser usadas para caracterizar a
resposta do instrumento (ver Measurments Systems, Doebelin). Por exemplo, a
resposta a rampa € caracterizada como mostrada na figura,
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Figura 8: Resposta do termometro a rampa de temperatura.

4.4 — Sistema de Segunda Ordem: Vamos considerar o exemplo de um
galvandmetro elementar.

Figura 9: Modelo pafa instrumento de segunda ordem: galvandmetro

Desejamos usar o galvanometro para medir V(z). O equacionamento do problema
baseia-se no fato que a corrente i na bobina, na presenca da densidade de fluxo
magnético B, produz uma for¢a em cada braco igual a:

F :lBLi
2

onde L ¢ o comprimento do fio da bobina. Para pequenos deslocamentos angulares o
torque na bobina ¢ dado por:

Torque = 2Fb . Entdo,

2
Jd—§:2Fb—k9,
dt

onde k ¢ a constante de mola e J ¢ o momento polar de inércia.

Como a bobina se move dentro do campo, uma voltagem ¥, induzida vai surgir. Da
lei de Faraday,



do

v, = BLh2Y
b dt

Ainda, V-V,=Ri , sendo R a resisténcia elétrica da bobina (indutancia e capacitancias
desprezadas).

Finalmente, da geometria do instrumento: S=2af. Combinando todas as equagdes,
tem-se,

d*s | b2I2B? |ds [k 2abLB
+ +| =18 = 14

%) RJ |at |J RJ

definindo os seguintes pardmetros,

_ 2abLB k _b??B?

K , W, = e
kR "N §2R\/ﬁ

A equagdo fica entdo,

2
d—S+(2§a)n)ﬁ+ (a),%)g = (a),% K)V
dt2 dt

Podemos entender o significado fisico destes parametros aplicando entradas
conhecidas V, e observando a saida S. Por exemplo, para um degrau unitario, V=1
volt, aplicado em =0, a leitura S ¢ a solugdo da equag@o acima (utilizando S=0 em
t=0 e dS/dt=0 em t=0),

S = K{l 5@t cos( 1- 52 Wyt —Sen_lfﬂ , para 0<¢</

A figura a seguir apresenta esta solucdo de forma esquematica.
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Figura 10: Resposta do galvandmetro a degrau unitario de tensdo



Pode-se observar que:

para todas as curvas, a leitura S se aproxima de K. Entdo K ¢ a sensibilidade do
instrumento (resposta por unidade de entrada).

a medida que & diminui a resposta tende a oscilar antes de convergir para o
resultado. No limite quando & tende a zero, S = K(1—cos@,t). O periodo de

oscilacdo depende de w,, a freqiiéncia natural do instrumento.
altos valores de & tornam o instrumento lento. & é o fator de amortecimento. &=/ é o
amortecimento critico (fronteira entre oscilagdo e comportamento exponencial)

Quando & > 1temos super-amortecimento. Quando & < 1temos sub-amortecimento.

Analisando os pardmetros vemos, por exemplo, que aumentando-se a constante de
mola k, reduz-se a sensitividade, aumenta-se a freqii€éncia natural e diminui-se o
amortecimento.

4.5 Resposta de Frequéncia

A resposta de freqiiéncia de um instrumento ¢ um dado importante sobre seu
desempenho. Para analisa-la vamos aplicar um sinal senoidal ao instrumento e
analisar sua resposta.

Depois do sinal agir sobre o instrumento por um periodo longo de tempo, a
resposta ficara peridodica também, apresentando a mesma freqiiéncia de entrada,
porém com diferente amplitude e diferente fase. Caso o instrumento possa ser descrito
por equacdo diferencial linear (instrumento linear) a forma da onda serd a mesma do
sinal de entrada.
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Figura 11: Sinais de entrada e saida senoidais.

O sinal de entrada pode ser descrito como,
asen wt )
enquanto a saida ¢ descrita como

Ma sen (a)t - ¢) 2)

onde w ¢ a freqiiéncia circular de entrada, ¢ a amplitude entrada e ¢ ¢ o angulo de
fase. Precisamos determinar M e ¢ para termos uma descri¢do da saida para um sinal



de entrada com a ¢ w conhecidos.Pode-se mostrar que M e ¢ dependem somente de w
para instrumentos lineares ( ¢ ndo dependem de a).

Podemos determinar o gudo bem um instrumento segue a entrada senoidal

conhecendo como M e ¢ variam com a freqiiéncia de entrada w. Isto pode ser feito
experimentalmente ou analiticamente, caso conhegamos a equagdo diferencial que
rege o comportamento do instrumento. Estes dados de razao de amplitudes e angulos
de fase sdo a resposta de freqgiiéncia do instrumento.

4.6 Resposta de Freqiéncia — Sistema de Primeira Ordem

Voltando-se ao modelo do termdémetro de liquido em vidro cuja equagéo

diferencial é

.

Td—R+R =kT
dt

fazendo-se T = a sen ax e resolvendo-se a equagao temos,

k
\/1+a)272

Comparando-se a equagdo acima com a equagdo (2), verificamos que

R= asen(a)t - tan_1 a)t)

M=——— ¢ (,iﬁztan_1 T

A figura abaixo mostra a dependéncia de M e ¢ com a freqiiéncia.
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Figura 12: Variagdo de M e ¢ com a freqii€ncia para instrumento de primeira
ordem.



Podemos observar na figura que:

quando w ¢ pequeno, - ¢ proximo de 1 e ¢ ~ 0. Isto significa que para

baixas freqii€ncias de varia¢ao da temperatura do fluido, a leitura do
termometro € k vezes a temperatura do fluido e ndo h4 atraso (¢ = 0) entre os
dois sinais (k € a calibracdo estatica ou sensitividade).
quando a freqiiéncia de variag@o de 7' ¢ muito alta, M/k tende a zero,
significando que a leitura R ndo responde a flutuagdo de temperatura. Por
exemplo, um termémetro de bulbo colocado na saida de um motor de
combustao.

- para o termometro perfeito, M/k =1 e ¢ =0. Vemos que para T pequeno nos

aproximamos destas condigdes.

4.7 Resposta de Frequéncia — Sistema de Segunda Ordem

A resposta de freqiiéncia de um sistema de segunda ordem pode ser obtida
impondo-se uma tensdo na forma V = a senot na equacdo diferencial que governa o

comportamento do sistema de segunda ordem. A solugdo obtida fica,

2
o, K _1 2,0
S = n a sen| wt —tan 1 2600

{(“’2 ~o?f @m@ﬂ% o e’

Comparando-se com a equagdo (2). podemos identificar,

2
K -1 2
M= On ; e ¢=tan 1—2560,1(02
@ — @

o3 -] ez |



As curvas para M/K e ¢ em funcdo de w sdo representadas abaixo,
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Figura 13: Variagdo de M e ¢ com a freqiiéncia para instrumento de segunda

ordem.

Observando as figuras vemos que:

para freqiiéncias de entrada bem baixas (v, << w), M =K e

¢ ~ 0 (instrumento ideal).

para freqliéncias muito altas (w >>w,) M tende a zero.
nos extremos de w baixo e alto, & ndo influencia muito.
quando w = w,, M depende muito de ¢

¢ e w, sdo parametros importantes no projeto de instrumentos de segunda

ordem.

Algumas regras para a escolha de instrumentos:

o fator de amortecimento deve ficar na faixa 0,5< ¢<(0,7. Na figura vé-se que
isto fornece uma resposta de amplitude razoavelmente constante na faixa
0> o >w,. Ao mesmo tempo, a resposta transiente nao tem muito overshoot,

nem € muito lenta.

a freqliéncia natural do instrumento w, deve ser pelo menos de 5 a 10 vezes
maior que a maior componente de freqiiéncia do sinal de entrada. No

instrumento de primeira ordem, 1/7, deve ser pelo menos 5 vezes maior que a

mais alta componente de freqiiéncia do sinal de entrada.



